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1 Rozklady

1.1 Rozklad dwumianowy
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Rozktad dwumianowy to rozklad sumy n zmiennych losowych o rozkladzie Bernoulliego. Zmienna losowa X ma
rozktad dwumianowy z parametrami n i p, zatem:


https://github.com/TCA166/notes

Statystyka TCA166 25 maja 2026

gdzie (2) to liczba kombinacji k£ sukceséw w n probach.

1.2 Rozklad normalny

Rozktad normalny (Gaussa) jest jednym z najwazniejszych rozkladow statystycznych. Jest on okreslony przez dwa
parametry: wartosé¢ oczekiwang p i wariancje o2. Gestosé rozktadu normalnego jest dana wzorem:

1.3 Rozklad chi-kwadrat

Niech X7, Xs,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N(0,1). Wtedy zmienna
losowa X = Y | X2 ma rozklad chi-kwadrat (X ~ x(n)) z n stopniami swobody.

1
_ n/2—1_—x/2
1@ = e €

1.4 Rozklad wyktladniczy

Jest to rozktad zmiennej, ktora opisuje czas miedzy zdarzeniami w procesie Poissona. Zmienna losowa X ma rozktad
wyktadniczy z parametrem A, zatem:
e ™ dlaxz >0
f(ﬂf, )‘) -
0 dlaz <0

1.5 Rozklad t-Studenta

Niech X ~ N(0,1)orazY ~ x?(n) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wtedy zmienna losowa:

X
Y/n
ma rozklad t-Studenta z n stopniami swobody. Funkcja gestosci rozktadu t-Studenta jest dana wzorem:
r(2t 2 _n
flam) = L Ly

Varl(5)

1.6 F-Snedecora
Niech X ~ x2(n), Y ~ x%(m) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wtedy zmienna losowa:

X/n
Yim

ma rozkltad F-Snedecora z n i m stopniami swobody. Funkcja gestosci rozktadu F-Snedecora jest oznacza przez
F(n,m).

2 Statystyka Opisowa

Niech X' = {x1,x9,...,2,} bedzie zbiorem n obserwacji zmiennej losowej X. Zadaniem statystyki opisowej jest
prezentacja rozkladu zmiennej losowej X w probece X'.

2.1 Rodzaje statystyk opisowe

e Klasyczne - usredniajace wartos¢ probki. Na przyklad momenty zwykle r-tego rzedu:

e Pozycyjne - oparte na pozycjach obserwacji w probce. Na przyktad mediana, kwartyle, percentyle.
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2.2 Tendencja centralnej rozkladu empirycznego

e Srednia arytmetyczna:
1
X' = - Z iz
s
e Mediana

2.3 Charakterystyki rozrzutu rozkladu empirycznego

e Odchylenie standardowe:

n

1 .
— X2
S=4 | n o Eﬁl(srZ X')

e Wspoélezynnik zmiennosci:
s
X/

3 Model statystyczny

Jezeli proba X’ jest reprezentatywna, to mozna na jej podstawie wnioskowaé na temat populacji z ktorej pochodzi.
Aby okresli¢ zachowanie zmiennej losowej X w populacji, stosuje sie model statystyczny. Zatem traktujemy wektor
X' jako realizacje zmiennej losowej X.

4 Estymacja Punktowa

Niech X’ bedzie proba populacji o rozkladzie Py gdzie # € O jest parametrem. Estymatorem parametru # nazywamy

A
statystyke §: X' — O ktora pozwala na oszacowanie wartosci parametru 6.

4.1 Metoda momentéw

Metoda momentéw polega na przyréwnaniu kolejnych d momentéw my, ..., mg do odpowiednich momentéw roz-

ktadu populacji E(X?) :i € [1,d]

4.2 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Funkcje L(0,x) = pp(x) nazywamy funkcja wiarygodnosci. Estymatorem najwiekszej wiarygodnosci parametru 6
A

nazywamy nazywamy statystyke @ ktora maksymalizuje funkcje wiarygodnosci.

A
\V/mEXL(ea ZL') = sup L(G,I’)
0cO

4.3 Przyklad

Estymatorem najwieckszej wiarygodnoéci oraz metody momentéw dla rozkladu wykltadniczego z parametrem A jest:

Aol
A=

>l

4.4 Estymatory nieobcigzone

A A
Estymator § nazywamy nieobciazonym, jezeli E(§) = 6

4.5 Estymator modelu wyktadniczego

Dla modelu wyktadniczego, parametryzowanego przez A, estymatorem nieobcigzonym jest:

AN n—11

n X
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4.6 Estymator modelu normalnego

Dla modelu normalnego, parametryzowanego przez i i 02, estymatorem nieobcigzonym jest:

A _
=X
A

o?= 52

4.7 Metoda monte carlo

A
Niech X’ bedzie proba populacji o rozkladzie Py, oraz niech § bedzie estymatorem parametru 6. Zalézmy tez, ze

mamy k niezaleznych realizacji proby 1, . .. xx. Wtedy histogram wartosci xAn: n € [1, k] jest przyblizeniem rozktadu
A

6.

4.8 Metoda bootstrap
Dystrybuanta empiryczna to statystyka o nastepujacej postaci:

ﬁ(x):#{kagf}

n
Dla takiej dystrybuanty i proby X’ zachodzi:

A
sup| F (z) — F(z)| =0
z€R

Proba bootstrapowa X* to proba losowa z rozktadu empirycznego. Ta proba musi powstaé w wyniku n-krotnego

A
losowania z zwracaniem. Rozklad statystyki T'(X*)— 6 jest bliski rozktadowi statystyki T'(X) — 6.
A
Majac k realizacji prob bootstrapowych X7, ..., X}, mozemy przyblizy¢ rozktad statystyki § —6, poprzez stwo-

A
rzenie histogramu @ x,, : n € [0, k]

5 Przedzialy ufnosci
Przedzial ufnosci to przedzial [L, R] okreslony para statystyk, takich, ze:
P(L<O<R)=1—-«

gdzie « to poziom ufnosci, a 6 to parametr modelu.
Funkcje Q(X, ) nazywamy funkcja centralna dla parametru 6, jezeli rozklad prawdopodobieristwa zmiennej @
jest absolutnie ciagly i nie zalezy od parametru 6, oraz funkcja @ jest ciagla i $cisle monotoniczna wzgledem 6.
Obieranie przedzialu ufnosci nastepuje poprzez rozwigzanie nieréwnosci:

a<Q(X,0)<b

gdzie a i b sie z reguly dobiera tak aby:

6 Testy statystyczne

6.1 Hipotezy statystyczne

Majac do czynienia z dang hipoteza (H), np: parametr 6 jest rowny 6y, chcemy sprawdzi¢, czy hipoteza jest
prawdziwa. W tym celu stosujemy test statystyczny, ktory jest funkeja T(X’) z proby X'. Pierwsza utworzona
hipoteza to hipoteza zerowa(Hy), podczas kolejuych testow tworzymy hipotezy alternatywne, lub przyjmujemy, ze
hipoteza zerowa jest prawdziwa.
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6.2 Obszar krytyczny

Podczas wyznaczania procedury testowej danej hipotezy, okreslamy jej obszar krytyczny, czyli zbior wartosci staty-
styki testowej, dla ktérych odrzucamy hipoteze. Najbardziej typowy jest prawostronny obszar krytyczny, zdefinio-
wany jako:

R={z:T(z) >k}
6.3 Bledy

Rozrézniamy dwa rodzaje bledow:

e Blad I rodzaju: Odrzucenie hipotezy zerowej, gdy jest ona prawdziwa. Prawdopodobieiistwo popelienia
btedu I rodzaju to a.

e Blad II rodzaju: Nieodrzucenie hipotezy zerowej, gdy jest ona falszywa. Prawdopodobienistwo popelnienia
btedu II rodzaju to 3.

6.4 p-wartosé

p-warto$é to najmniejsza warto$é poziomu istotnosci «, dla ktérej odrzucamy hipoteze zerowa. Jest to prawdo-
podobieristwo uzyskania wartosci statystyki testowej, ktoéra jest rowna lub bardziej ekstremalna niz obserwowana
wartosé statystyki testowej, zakladajac, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa.

7 Test t-Studenta

Test t-Studenta jest testem statystycznym, ktory stuzy do poréwnywania srednich warto$ci dwodch prob lub jednej
préby z wartoscia oczekiwana.

7.1 Dla jednej proby
e Hipoteza zerowa: Hy : = ug
e Hipotezy alternatywne: Hy : pu # po, Hy : p > po, Hi @ p < o

e Statystyka testowa: o
X — 1o

t=
S

Vn

o Rozklad statystyki testowej: t|m, ~ t(n — 1)

7.2 Dla dwéch préb

Posiadamy obserwacje jednej zmiennej (cechy) na jednostkach eksperymentalnych pochodzacych z dwoch populacji
(grup) lub posiadamy dwukrotne obserwacje tej samej zmiennej na tych samych jednostkach eksperymentalnych
jednej populacji. Wyrézniamy dwa rodzaje prob: niezalezne oraz zalezne.

7.2.1 Blad

Blad to réznica miedzy wartodcia zmiennej a wartoscia przewidywana przez model. Zaktadamy, ze btad:

ma rozktad normalny

jest niezalezny od zmiennej

e ma warto$¢ oczekiwang rowna 0

ma stala wariancje
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7.2.2 Proby niezalezne z jednorodnymi wariancjami
/\ —
= X1
/\ —
fo= X2

N 5 (n1—1)S? + (ng —1)53
oc°= 5% =
ny+ng —2

Uz

1 _
S; = 1 D (ay —X3)?
i i=1

e Hipoteza zerowa: Hj : 11 = o
e Hipotezy alternatywne: Hy : pq # po, Hy @ i1 > po, Hy : py < o

e Statystyka testowa:

e Rozklad statystyki testowej: t| g, ~ t(ny + ng — 2)

7.2.3 Proéby niezalezne z r6znymi wariancjami

/\ JR—
= X
/\ JR—
p2= Xo
A 1 ny
2 2 = \2
o1=81= i:Zl(l"h 1)
AN
U%z Sg

Hipoteza zerowa: Hy : 11 = po

Hipotezy alternatywne: Hy : p1 # po, Hy 1 > po, Hy @ pp < o

Statystyka testowa: -

X1—Xo
53
na

t= =
5

Rozktad statystyki testowej: t|g, ~ t(m) (test Welch)

8 Test F

Test F jest testem statystycznym, ktory stuzy do poréwnywania wariancji dwoch prob. Jest to test parametryczny,
ktory zaklada, ze dane maja rozklad normalny. Test F jest czesto stosowany w analizie wariancji (ANOVA). Be-
dziemy zaktada¢ dwie rézne wariancje dla dwoch prob.

e Hipoteza zerowa: Hj : 0% = o3

e Hipotezy alternatywne: Hy : 07 # 03, Hy : 03 > 03, Hy : 03 < 03

Statystyka testowa:
po St
=5

Rozktad statystyki testowej: Flg, ~ F(n; —1,n2 — 1)
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9 Analiza wariancji (ANOVA)

Analiza wariancji (ANOVA) jest technika statystyczna stuzaca do poréwnywania srednich wartodci wiecej niz dwoch
grup. ANOVA w istocie jest generalizacja testu t-Studenta dla wiecej niz dwoch grup. ANOVA pozwala na spraw-
dzenie, czy istnieja istotne roznice miedzy $rednimi warto$ciami grup, a takze okreslenie, ktére grupy rdznia sie
miedzy soba.
9.1 Jednoczynnikowa ANOVA

e Hipoteza zerowa: Hy : i1 = pio = ... = g,

e Hipotezy alternatywne: Hy : pu; # p; dla co najmniej jednej pary (¢, j)
e Statystyka testowa:
_n—k zf L (X — X)?
LY (i — X)?
k

1 —

n 2

n :

e Zalozenia:

— dane sa niezalezne
— dane maja rozktad normalny

— wariancje sa jednorodne (homogeniczne)

10 Test Barletta

Test Barletta jest testem statystycznym stuzacym do poréwnywania $rednich wartosci dwoch préb, gdy nie mozemy
zalozy¢, ze wariancje sa jednorodne. Jest to test nieparametryczny, ktéry nie zaklada rozktadu normalnego danych.
e Hipoteza zerowa: Hy: pf = p3 =...=pu
e Hipotezy alternatywne: Hy : uf # pF dla co najmniej jednej pary (i, )

e Statystyka testowa:
k

1
B=(n—knMSE - > (ni— 1) S}

i=1
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