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1 Analiza Matematyczna

1.1 Pochodna funkcji zlozonej

h=fog N(z)=[f'(9(z) ¢ (z)

Pochodna funkcji f(x) = (22 + x)? jest:

fl(x) =9(2 +2)%- (92% + 1)

1.2 Jakobian
f :R" — R™ f('T) = (fl(x)7 .- ~7fm(x))

Dla powyzszej funkcji, macierz Jakobiego to:

a_ T1 Tn,

Jij = afz Jp=1 : .o
" Ofn .. Ofn

1 T

Jakobian, to wyznacznik macierzy Jakobiego.

f(x,y,z):(:z:,y,z) fl(l',y,Z):l‘ fQ(xayvz):y f3($7y,2’):2

Jr =

O O =
o = O

0
0
1
det(Jf) =)

2 Rachunek Prawdopodobienstwa

Gestoscia pewnego zdarzenia nazywamy funkeje f : Q — [0, 1], ktora dla kazdego = € Q zwraca prawdopodobieristwo
zdarzenia x. Wymogiem formalnym gestosci, jest to, ze sie sumuje do 1:

S @) =1 [ feyz =

€

Na przyktad, dla zmiennej losowej X, okreslonej przez wynik losowego rzutu kosca, prawdopodobienistwo zda-

rzenia X = k wynosi %, gdzie k to wynik rzutu. Stad tez, f(x) = % dla z = k.

Dystrybuanta, to funkcja F' : Q — [0, 1], $cisle zwigzana z gestoscia:
Fz)=P(X <z)= / f(¥)dt

W pewnym sensie, reprezentuje prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa X ma warto$¢ mniejsza lub rowng x.
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Wracajac do naszego przykladu z koscia, dystrybuanta F'(z) dla x = k wynosi

k k

1

F(;U)ZP(X<9U):/_;f(t)dt:/ 6" "6

W tym przypadku, F'(z) jest funkcja skokowa, ktéra przyjmuje wartosé¢ 0 dla x < 1, 1/6 dla z = 1, 2/6 dla
x =2, itd.

Dystrybuanta nie musi sie sumowacé do 1, wrecz przeciwnie, ale musi by¢ niemalejaca, prawostronnie ciagla
(lub lewostronnie, ale nie moze mieé¢ dziur).

lim F(z)=1 lim F(x)=0

T—>00 T—r—00

Ponizsza funkcja F'(z) jest dystrybuanta:

1—4 z>1

x2

F(x):{o <1

Poniewaz jest prawostronnie ciagla, niemalejaca i ograniczona przez 1.
1{F(x)

3 Algebra Liniowa

Wektor to element przestrzeni wektorowej V', czyli x € V. Wektory sa ortogonalne, jesli ich iloczyn skalarny jest
réwny 0, czyli z - y = 0 dla dowolnych z,y € V.

Wektory (1,1,1) i (—2,1,1) sa ortogonalne, poniewaz ich iloczyn wynosi:

Normg indukowang w R™ jest funkcja ||z|| = VaT - x = \/{(z|z).

3.1 Wyznacznik
det A = aiq det A11 — a2 det A12 + -4 (—1)"_1a,m det Ann

gdzie A;; to macierz A z usunigtym wierszem 4 i kolumng j.
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Dla macierzy A rozmiaru 3 X 3:

az2 A2 az; az az1 a2
det A =a; 3l —ay 3 + a3
a3z ass a3y ass a3y as2
Dla macierzy A rozmiaru 4 x 4:
G2 A23 (424 G21 Aa23 Aa24 a1 Aag22 G24 a21 Qg2 a23
det A = a1 |asy ass asa| —aiz|a31 as3 ass| +aiz|asr asa  as4| —aia|azi asz  ass
Qg2 43 (A44 Q41 (43 QA44 ag1 Q42 Q44 (g1 Q42 (43

3.2 Odwzorowania liniowe

Odwzorowanie liniowe T': V' — U, to macierzowa transformacja
T(x) = Ax
gdzie A to macierz dimV x dim U, a x to wektor dim V-elementowy.

kerT ={z:T(z) =0} ImT={T(x):xe€V}

Zbiér wektorow jest liniowo niezalezny, gdy nie istnieje zadna kombinacja liniowa tych wektoréw, ktéra daje
wynik réwny 0.
agv, + agvg + -+ av, =0
Ranga macierzy A to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy (lub kolumn) macierzy A, czyli rank(A) =
dim Im 7. Formalnie; wymiar przestrzeni rozpietej przez jej wiersze. Jesli ranga jest réwna zero, to macierz wysyta
wektory do zera, czyli ker T = V.

Operator liniowy jest roznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy ker T = {0}. Macierz przeksztalcenia musi
wtedy tez mie¢ range n, gdzie n to liczba wierszy macierzy A.

dimR"=n dimV =dimImT + dimkerT

Jesli wiemy, ze T : R* — R3, to wiemy, ze macierz T ma rozmiar 3 x 4.

Z1
ail ai2 Qi3 aiq - a1121 + a12%2 + A13%3 + A14%4
T(z) = [aa1 a2 a3 au - = [a2121 + a22%2 + a23%3 + A24%4
a3l a3z a33 (34 & a31T1 + a32T2 + A33T3 + A3474

T, moze mie¢ nietrywialne ker T £ {0}, moze mie¢ range w [0,4] bo ma 4 kolumny, lecz nie moze by¢ réznowar-
tosciowe, poniewaz:

dimV =dimImT 4 dimker7T = 4 =3 + dimker T = dimker7T =1
Wiec ker T' # {0}, wiec T nie jest roznowartosciowy.

Aby macierz byla odwracalna, to musi byé¢ kwadratowa, czyli n x n, gdzie n to liczba wierszy, jej ranga musi
by¢ maksylana dimIm 7T = n, wiec dimker T = 0, czyli ker T' = {0}, i jej wyznacznik musi by¢ rézny od zera, czyli
detT # 0.

3.3 Wartosci wlasne

Dla réwnania:

Alp) = Al¢)
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|1} jest wektorem wlasnym macierzy A, a A jest jej wartoscia wlasna - odpowiadajaca wektorowi wlasnemu |1).
det(A—XI)=0 (A=XD)[¥)=0
Wielomian charakterystyczny macierzy to:
pa(t) = (=M (=)™ (t=N)* =0 pa(Ad)=0

jest to zazwyczaj pochodna poszukiwania wartosci i wektoréw wtasnych.

3.4 Rozklady

Kazda rzeczywista, symetryczna macierz dodatnio okreslonej formy kwadratowej mozna zapisaé jako iloczyn ma-
cierzy dolnotrojkatnej i jej transpozycji. Nazywamy to rozktadem Choleskiego:

A=LLT

4 Statystyka

Estymator, to funkcja é(X ), ktéra na podstawie probki X C U, gdzie U to cala populacja, estymuje wartosé
parametru 6(U).
Estymator jest nieobiazony, jesli: .
E[6(X)] =0(U)
czyli warto$é oczekiwana estymatora jest réwna wartosci parametru. Méwimy wtedy, ze é(X ) jest estymatorem
najwickszej wiarygodnosci (ENW).

Dla probki X C U, gdzie U to cala populacja, estymator §redniej i(X) = X, jest nieobcigzonym estymatorem
sredniej p(U), poniewaz:
E[a(X)] = n(U)

Intuicyjnie, estymator jest nieobciazony, poniewaz dla odpowiednio duzej prébki X, $rednia z probki bedzie
bliska wartosci parametru p(U).

4.1 Charakterystyka probek losowych
Dla zmiennej losowej X,
o E[X] =y - wartos¢ oczekiwana to $rednia
o Var[X] = E[(X — p)?] = E[X?] — E[X]? = Cov[X, X] = o2

e o0 = /Var[X] - odchylenie standardowe

4.2 Rozklad Normalny

Rozktad normalny, lub rozktad Gaussa, jest rozkladem prawdopodobienistwa zdefiniowanym na rzeczywistych licz-
bach rzeczywistych. Dla zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym:

X ~N(p,0%)
gdzie p to $rednia, a 02 to wariancja.
Typowy estymator wariancji z proby:
1 & 9 n
il 52(X)] = Var[X
0= T3 X B0 = vt
jak widaé, jest obciazony, albowiem E[6%(X)] # Var[X]. Estymator nieobciazony wariancji to:
1 n
5%(X) = Z (X; — X)? E[S*(X)] = Var[X]
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4.3 Metoda najmniejszych kwadratéow

Jest to metoda estymowania parametréow modelu. Model ma postaé f(x,0), gdzie 0 = (01,6, . ..

znalezienie wartosci 6 dla ktérej minimalizowane jest:

n

ri = yi — f(xi,0) SZZ”?

i=1
Rozwiazaniem problemu jest znalezienie takich m, dla ktérych gradient S jest réwny zero:

VS =0

4.4 Metoda najwiekszej wiarygodnosci
W tej metodzie mamy funkcje wiarygodnosci:

n

L) =] f(v:,0)

i=1
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,0m). Celem jest

gdzie f(y;,0) to prawdopodobienistwo wystapienia wartosci y; dla parametrow 6. Celem jest znalezienie takich 6,

dla ktorych L(6) jest maksymalne.
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