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1 Logika

1.1 Prawa logiki
1.1.1 Prawa lacznosci

e (A AT pA(gAT)
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e (pVgVr<pVigVvr)

e (pergor)eo(@e(gor)

1.1.2 Prawa przemiennosci
®* pAG<IgADp
e pVgqVp

e (prq) < (g p)

1.1.3 Prawa impotentnosci

e pVp&p

®* pAP& P

1.1.4 Prawo rozdzielnosci

1.1.5 Prawo de Morgana

1.1.6 Prawo podwdéjnej negacji

1.1.7 Prawo transpozycji

1.1.8 Prawo eksportacji-importacji

1.2 'Wnioskowanie

Ty - zalozenia, y - teza

Whioskowanie jest dedukcyjne jezeli z1 A zo--- A x,, — y jest tautologia.
Jezeli wniosek wynika logicznie z przestanek to wnioskowanie jest dedukcyjne.

1.2.1 Reguly wnioskowania

Ponizsze reguty sa zawsze poprawne.

TCA166

(A VT (pVr)A(gVr)

—(pAq) < pV g

TP &P

(p—q) < (=g = —p)

(PANq)—=rep—(g—r)

L1, L2y---,Tn

p,p—q

pb—=>q,q9—r
p—r

p—=>4q 79
-p

pP—>4q9—p
P q
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1.3 Przeksztalcenia

p—q+pVg
(peq) e (p—a)A(g—p)

XY ==(zVy)

X1Y ==(zAy)

1.4 Postaci normalne

APN - alternatywna postaé¢ normalna. Zbior klauzul nad zmiennymi potaczonymi operatorem alternatywy. (pAq)V
(=p A q). Jesli w APN jest para klauzul przeciwnych to jest to anty-tautologia.

KPN - koniunkeyjna posta¢ normalna. Zbior klauzul nad zmiennymi polaczonymi operatorem koniunkeji. (p Vv
q) A (—pV q). Jesli w KPN jest para klauzul przeciwnych to jest to tautologia.

plaglr APN KPN

1|11 pAgAr | =pV—qV —r
1110 |pAgA—-T | =pV—qgVr
1101 |pA—-gATr | —pVgqV-r

1.5 Sekwenty

Sekwent to para zbioréw formutl logicznych powstajacy z normalnego zapisu algebry logiczne;j.

PVqg—=pAg
|
~(pVa),pAg
/ \
P, PAg ~¢,pAgq
[//// \\\\\ [//// \\\\\
P, p ,q  ¢p 4, q

Przy pomocy takiego drzewa mozna sprawdzié¢ czy formula jest tautologia.

1.6 Kwantyfikatory
Va@)B(x) < V. (A(z) = B(z))

@) B(x) < Jo(A(z) A B(z))

2 Teoria MnogoSci

2.1 Zbiory
e XCY & Ve(zeX saxeY)
e XUY w{x:zeXVaxeY}

XNY & {z:zeXAzeY}

X\Yo{rz:zeXANaxeY}
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o Uics Ai = {7 : Jier(x € A3)}
o Nics Ai = {7 : Vier(x € Ay)}
U - uniwersum
A =U\A
AxB={<z,y>x€ ANy € B}
2.2 Relacje

R ={<y,z><z,y>c R}
xRy << z,y>€ R

2.2.1 Zlozenie relacji
RoS={<uz,z> 3,(zRy NySz)}
Przyklad:
R={<1,2>,<2,3>}
S={<2,3><3,4>}
RoS={<1,3><24>}
2.2.2 Rodzaje relacji
e Zwrotna Vycaz Rz
e Preciwzwrotna —d,cazRx
e Symetryczna YV, yea(zRy — yRzx)
e Przeciwsymetryczna V, yca(zRy — —yRx)
e Antysymetryczna V, yca((zRy AyRx) — x =y)
e Przechodnia V; , .ca((zRy A yRz) = vRz)
e Spojna Vg yea(zRy V yRx)
e Stabospojna V, yca(zRy V z =y V yRx)

2.2.3 Relacja ré6wnowaznosci
Relacja rownowaznosci to relacja ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Taka relacja moze mieé klasy
abstrakeji [z]r = {y : Ry}
2.2.4 Relacje porzadkujace
Relacje R C As nazywamy relacja porzadkujaca na zbiorze A; jezeli:
e R jest zwrotna
e R jest antysymetryczna
e R jest przechodnia
Dodatkowo ta relacja moze by¢ liniowo porzadkujaca jezeli:
e R jest spdjna
e R jest porzadkujaca

Zbior X C A;p jest taricuchem w zbiorze uporzadkowanym (A;, R) jezeli dla dowolnych z,y € X zachodzi
zRy V yRzx.
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2.2.5 Zbiory uporzadkowane
(X, A) to zbiér uporzadkowany; X to zbior, A to relacja porzadkujaca.
e Element najmniejszy a: Vyex(a < x)
e Element najwiekszy b: Ve x(x < b)
e Element minimalny a: Vyex(z < a — z = a)
e Element maksymalny b: V,ex (b <z — z =b)
Element najwiekszy /najmniejszy jest jedynym elementem maksymalnym /minimalnym, oraz jest jednoczesnie

kresem gornym/dolnym.

2.3 Kresy

Kres nie musi naleze¢ do zbioru.

2.3.1 Kres gérny

a=supA & Veea(z < a)
2.3.2 Kres dolny

B =inf A < Veea(B < )
2.4 Funkcje

Relacja binarna R speliajaca prawostronna jednoznacznosé to funkcja.

Vay,-(@Ry N xRz — y = z); czyli dla kazdego x jest jedno y
Przeciwdziedzina funkeji f : D*(f) = {f(z) : x € D(f)}

f: X —=Yijezeli D(f)y=XAD*(f)CY
Funkcja odwzorowuje zbior X na zbior Y jezeli D*(f) =Y

Var zaex (f(z1) = f(x2) = x1 = x2) — f jest iniekcja

Iniekcja to funkcja réoznowarosciowa, suriekcja to funkcja odwzorowujaca na zbioér, a bijekcja to iniekcja i suriekcja.
Obraz zbioru to f[A] = {f(z) :z € A} ={y:Tp(x € ANy = f(x))}

fHB] =A{z: f(x) € B}
2.5 Liczby naturalne
S(z) = @ U {x}- nastepnik zbioruX
neNn={0,1,...,n—1}
0=0,1={0}=5(0),2=1{0,1}

N=1{0,1,2,...}
Zbior X jest indukcyjny jezeli:
e 0 X
erzeX 5 Skx)eX

Liczba naturalna to zbiér nalezacy do wszystkich indukcyjnych zbioréw.
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2.6 Zasada indukcji matematycznej

0€ X AVpex(S(n) e X) > X =N

f(n) - formuta A Vg, (F(S(n))) = Ynen(f(n))

2.7 Liczby catkowite
Z=NU{0}U{—n:neN}

2.8 Liczby wymierne

Q:{x:x:%,mez,nGN}

2.9 Porzadki
2.9.1 Porzadek produktowy

a,be AxB /\VIA,yAEA,lEB,yBEB(xA <arBAYa <B yB) —a<b

2.9.2 Porzadek leksykograficzny

a,b € AX BAVy, yicAapyseB(Ta=2pANYya <pyp) > a<b

2.10 Wtlasciwe odcinki poczatkowe

(A, <) - zbior liniowo uporzadkowany. Jezeli X C A oraz Yy yea(z € X Ay < z) — y € X to X jest wlasciwym
odcinkiem poczatkowym.
Przyktad:

e A=({1,2,3,4,5}, <) - zbior liniowo uporzadkowany

e X ={1,2,3} - wlasciwy odcinek poczatkowy

e YV = {2 3,4} - nie jest wlasciwym odcinkiem poczatkowym
Przyktad:

e A=(Q,<) - zbior liczb wymiernych

e X ={ze€Q:z <0} - wlasciwy odcinek poczatkowy

X jest wlasciwym odcinkiem poczatkowym. Zaczyna sie od —oo i koriczy na 0. Jedyne elementy mniejsze od
elementéw z X to elementy z X.

2.11 Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste definiujemy jako niepuste wlasciwe odcinki poczatkowe w (Q, <), nie majace elementu najwiek-
S7ego.

Zatem liczby wymierne sg reprezentowane przez niepuste wlasciwe odcinki poczatkowe w (Q, <), ktore nie maja
elementu najwiekszego, ale maja kres goérny.

Liczby niewymierne to liczby wymierne, ale nie maja kresu gérnego.

2.12 Dobry porzadek

Porzadek <, ktéry ma element najmniejszy w kazdym podzbiorze niepustym, jest dobrym porzadkiem. Zbiér dobrze
uporzadkowany mozna przedstawié jako serie mniejszosci elementéw réznych zbiordw ag < a3 < ag--- <bg < by ...
Przyktadem zbioru liniowo uporzadkowanego ale nie dobrze uporzadkowanego jest R lub Z. Kazdy podzbior w
R jest nieskoniczony, zatem nie da sie skonstruowa¢ serii mniejszosci.
Funkcja dzialajaca ze zbioru dobrze uporzadkowanego (A, <) do zbioru dobrze uporzadkowanego (B, <) zacho-
wuje porzadek jesli Vo<, yzyea(f(2) <p f(y)), oraz zachowuje ostry porzadek jesli Vycyiz yea(f(z) < f(y)).
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2.13 Homomorfizmy

Jezeli funkeja f : A — B dla zbioréw liniowo uporzadkowanych (A, <4) i (B, <p) jest iniekcja i zachowuje porzadek
to jest to homomorfizm porzadkowy. Jezeli funkcja jest homomorfizmem porzadkowym oraz bijekcja dla zbiorow
uporzadkowanych to jest izomorfizmem. Zbiory dla ktorych istnieje izomorfizm sa izomorficzne wobec siebie (A = B).
Jezeli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym i funkcja f zachowuje ostry porzadek to x < f(z) dla kazdego x € A.
Zbior dobrze uporzadkowany nie jest izomorficzny z zadnym swoim wlasciwym odcinkiem poczatkowym. Jezeli A i
B sg zbiorami dobrze uporzadkowanymi i A = B to A i B sa izomorficzne z wlasciwymi odcinkami poczatkowymi
drugiego zbioru.

2.14 Aksojmat wyboru

Dla dowolnej rodziny zbioréw niepustych i parami roztacznych istnieje zbior zawarty w sumie tej rodziny i majacy
z kazdym zbiorem tej rodziny dokltadnie jeden element wspoélny.
Ten aksojmat jest réwnowazny:

e Twierdzeniu, ze dla dowolnej rodziny zbioréow niepustych istnieje funkcja wyboru dla rodziny
e Twierdzeniu, ze dla kazdego zbioru istnieje dobry porzadek na tym zbiorze

e Jezeli zbiéor uporzadkowany spelnia warunek laricucha, to dla kazdego taiicucha istnieje ograniczenie gorne

2.15 Liczby kardynalne
Zbior X jest rownoliczby ze zbiorem Y jezeli istnieje bijekcja f: X = V(X «~Y).

X = | X| = liczba elementéw zbioru X

Zbior Y jest skoriczony, jezeli jest rownoliczby z jakas liczba naturalna: J,en(Y « ). Zbior skoriczony nie jest
réwnoliczny z zadnym ze swoich podzbioréw.

R = |N| = Rg + Ry = liczba liczb naturalnych

Moc zbioru to Ry wtedy i tylko wtedy jezeli X jest zbiorem wszystkich wyrazéw pewnego ciagu nieskoiiczonego
bez powtorzen. Zbior jest przeliczalny jezeli jest skonczony lub mocy Rg. Zbior jest niepusty i przeliczalny wtedy i
tylko wtedy gdy jest zbiorem wszystkich wyrazéw pewnego ciagu nieskoiiczonego.

Zbiér R jest nieprzeliczalny.

c=|Rl=c+c¢>Ng

IX|<|Y]| ¢ 32(ZCXANZ-X)

2.15.1 Twierdzenie Cantora

P(X) - zbior potegowy X

(X < |[P(X)]

2.16 Twierdzenie Cantora-Bernsteina

X| < YA IX] > Y] = |X] = Y]
X|+ Y] =X UY]

X [Y] = X x Y|
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2.17 Twierdzenie Hessenberga
XxXnX

dla kazdego nieskoriczonego zbioru X

N1 >R,,neN

2.18 Hipoteza continuum

C:Nl

280 =y

Udowodniono, ze ta hipoteza jest niezalezna od aksjomatéw teorii mnogosci.
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