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2

2.1

2.
3.
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Jezyk

oo zdari 4+ n regul = jezyk

Funkcje jezyka

. Poznawcza

Spoteczna

Ekspresywna

Nauka o jezyku

. syntaktyka - budowa

semantyka - co znaczy?

pragmatyka - jak sie uzywa?

Przyktad:2 + 3 - 4: r6zna semantyka — wieloznacznos¢ syntaktyczna

2.3

Jezyk sktada sie z gramatyk i automatow. Gramatyka generuje jezyk, automat rozpoznaje jezyk.

3

Definicja

generowanie rozpoznawanie

gramatyki automaty

Rysunek 1: Tlustracja relacji jezykdéw, automatéw i gramatyk

Alfabet

Alfabet to zbiér atomowych dozwolonych symboli. Przyktad: {a,b,c,d}

4

Stowo

Stowo to skoriczony ciag symboli nad alfabetem.

e ¢ - stowo puste

25 maja 2026

e {K,L,O,P,S} #”KLOPS”, poniewaz stowa maja dodane znaczenie, w postaci tego do ktoérego jezyka naleza.
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4.1 Konkatenacja
e Dla P=ay...ap, 1 Q =by...b,,, to PQ = ay...apby...b,
e Pe=P

® €€ = ¢€

4.2 Podslowo
o P=Q1|Q|Q2
e QCP

4.3 Dltugosé stowa
e |c|=0
e |Pa|=|P|+1
o [PQ|=|P|+]Q|
4.4 Potega stowa
o PV —¢
o prtl— pnp
4.5 Odbicie

e c1l=c¢

e (Pa)"1=aP"1

5 Jezyk
Zbiér dozwolonych stéow nad alfabetem.
e V* - zbiér wszystkich jezykow
o VT =V*{e}
o LeV*
e {a,ab} # {€,a,ab} poniewaz inaczej operacje na jezykach by nie dzialaly

5.1 Konkatenacja jezykéw
Ly = {a,aa}, Ly = {b,aba}, L1 Ly = {ab, aaba, aad, aaaba}

Ly
L, a aa
b ab aab
aba aaba | aaaba

Tabela 1: Tabela konkatenacji jezykéw Lq i Lo
|L1La| < |L1] - |L2| bo € wszystko psuje.

Li={a":n>0},Lo={b":n>0},L1 Ly = {a"b™ : n,m > 0}

25 maja 2026
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5.2 Potega jezyka
L={a,ab},L° = {e}, L' = {a,ab},[*=L-L
Potegowanie na jezykach jest dziwne
L={a":n>0},L?*={a"a™:a,m>0}={a":a>0} =1L
Potegowanie jezyku nie zwiekszylo mocy
L={a":n>0}L*={a"a":a,m >0} =L\ {a} ={a" :n>1}

Potegowanie jezyku zmniejszyto moc

5.3 Odbicie jezyka
L '={P':PcL}

5.4 Duzielenie stow

P e L™ — mozna podzieli¢ P na n (niekoniecznie réznych) stow
L = {a,ab},” aababaabad” € L™, n =7

Jest to problem wyktadniczy, ktory wymaga stworzenia drzewa réznych mozliwosci.

6 Domkniecie Kleenego
L* — [’j Ln
n>0

L+:©L”

n>1
Ly ={a},L; ={a" :n >0}, L] = {a" :n >0}
Ly ={e,a}, Ly ={a" :n >0} = LJ

L ={aa,ab,ba,bb}, L* = {P € {a,b}* : 2||P|} = wszystkie stowa nad alfabetem a, b o parzystej dtugosci
Lt cL*

eec L Lt =1L

Ly CLy— Lt C L

L={a":n>1} L' #L* L* =L

7 Automaty Regularne

e nieskoriczona tasma

e rejestry

w kazdym rejestrze symbol z alfabetu T

e glowica, ktora porusza sie od lewej do prawej po rejestrach tasmy, az do momentu, kiedy napotka pusty rejestr.
Glowica zawsze jest w jednym ze stanéw z zbioru stanéw
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7.1 Deterministyczne automaty skonczone
Automat skoriczenie stanowy jest uporzadkowana piatka

2= <K7T75aQO7H>

K zbiér stanow

T alfabet - symbole z tego alfabetu znajduja sie w rejestrach
e §: K xT — K funkcja przejscia automatu

e (o stan poczatkowy automatu

H zbior stanéw akceptowalnych /koricowych

7.1.1 Funkcja przejsé

Zbiory K i T sa skoriczone, co oznacza, ze funkcje § mozna przedstawi¢ w formie tabelki. Przyktad:

K= {quQI7q2}aT = {a7b}7H = {qQ}

0 K xT—K
K T a | b
— qo q2 | q1 start *> b
q1 qo | 41
42 q1 | g2

Rysunek 2: Tabela konkatenacji jezykoéw Lq i Ly oraz graf przejsé automatu

7.1.2 Rozszerzona funkcja przejsé

S KXxT > K

A

L) ={P & T":5 (q,P) € H}

7.1.3 Przyklad

Narysuj diagram przejscia deterministycznego automatu skornczenie stanowego 20 w ktorym 7' = {0,1}, P € L(2l)
wtedy i tylko wtedy gdy w P wystepuje na pierwszym od korica miejscu.

0

start *>

Rysunek 3: Diagram przejscia automatu do wykrywania 1 na pierwszym miejscu od koiica
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Narysuj diagram przejscia deterministycznego automatu skoriczenie stanowego 2 w ktorym 7' = {0, 1}, P € L(2l)
wtedy i tylko wtedy gdy w P wystepuje na drugim od koiica miejscu 1.

1

; 1
tart — 1 0
star 0

Rysunek 4: Diagram przejscia automatu do wykrywania 1 na drugim miejscu od koiica

Wida¢ na diagramie 4 wprost zaleznosé¢ ze w zaleznosci od miejsca od korica na ktérym ma byé jeden rognie
ilos¢ stanow. Tlogé stanéw maszyny |K| do wykrywania 1 na n-tym miejscu od korica mozna wyrazié w nastepujacy
sposob: |K| = 2"

7.2 Niedeterministyczne automaty skornczone
e zamiast jednego stanu poczatkowego jest zbiér stanéw poczatkowych

e niedeterministyczna funkcja przejscia, ktora zwraca zbior wyjsciowych standow

A = <K7T767Q07H>

gdzie oznaczenia sg identyczne jak dla deterministycznego automatu z dwoma réznicami:
e §: K xT — a € K funkcja przejscia automatu

e (Jy zbidr stanéw poczatkowych automatu

0,1

0,1
start —{ 4o 1 @ @

Rysunek 5: Niedeterministyczna wersja automatu 2 z rysunku 4

Jak widaé¢ zamiast 4 stanow potrzeba tylko 3, to dlatego, ze dla wersji niedeterministycznej |K| =n + 1

7.2.1 Rozszerzona funkcja przejsé

5: P(K) x T* — P(K)

(A, Pa) = quA 0(q,a)

5 ({p},a) = 8(p, )

L) = {P e T :5 (Qo, P) N H # 0}
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7.2.2 Twierdzenie Scotta

e kazdy niedeterministyczny automat skoniczony mozna zastapi¢ rownowaznym deterministycznym automatem
skoniczonym
2fndet - 2/det

e kazdy deterministyczny automat skoriczony mozna zastapi¢ rownowaznym niedeterministycznym automatem
skonczonym
fgdet C Sndet

e liczba stanéw automatu deterministycznego jest wykladnicza w stosunku do liczby stanéw automatu niede-
terministycznego

Sdet = Sndet

Zatem co nam daje niedeterministycznos¢? Przede wszystkim prostote, ale kosztem wykltadniczej ztozonosci.
Narysuj diagram przejécia deterministycznego automatu skoriczenie stanowego A w ktorym T = {a}, P € L()
wtedy i tylko wtedy gdy (2||P]) V (3||P]).

Rysunek 6: Diagram przejscia automatu do wykrywania stow o dtugosci podzielnej przez 2 lub 3

Jak widzimy na diagramie 6 przyjmuje postac¢ cyklu o okresie 6, poniewaz NWW (3,2) = 6. Problem z diagra-
mami deterministycznym sie pojawia dla wyzszych liczb, np.: 7 1 5, wtedy NWW(7,5) = 35. Zatem narysujmy

diagram niedeterministyczny 7.
a a
D@
a

@ & 5 dad

Rysunek 7: Diagram przejscia automatu ndet do wykrywania stéw o dlugosci podzielnej przez 5 lub 7
Jako, ze automaty niedetermnistyczne pozwalaja na kilka standéw poczatkowych, to tworzymy diagram nie-
spojny, ktory w zaleznosci od tego czy |P| jest podzielne przez 5 czy 7 przechodzi do odpowiedniego pod-automatu.

Najtatwiej to mozna sobie wyobrazi¢ jako dwa rownoleglte automaty z alternatywa na koniec.

7.2.3 Przeksztalcenie niedet — det

2= <K7T757Q07H>
91/ — <K/,TI,5,,q6, />

L(2A) = L(A)
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e T/ =T bo nie ma sensu zmieniaé¢ tasmy

K' = P(K) Wykladniczy wzrost liczby stanow
w przeksztalceniu bedziemy uzywaé systemu etykiet(konstrukcja potegowa) aby zamieniaé¢ zbiory stanéw na
pojedyncze stany

{a0, a1} ="
P(K) ={d",q",¢",¢", .}
gy, = Qo - stan odpowiadajacy zbiorowi stanéw poczatkowych
e HH={Ae K':ANH # (}
e 0'(Aja) =U,ea0(q,0)
Dla automatu 5 zbudujmy réownowazny automat deterministyczny. Korzystajac z powyzszych zasad otrzymujemy:

L4 K/ = P(K) = {wa {qo}7 ceey {qlqu}a {QO7QIaq2}} = {qQ))qu "'7q127q012}
° H/ — {q2 q12 q02 q012}

e ¢p={aw}=4¢"

0

1
start —

0

0,1

=AY}

=}
gyl <
S~ = CR
N e R
3 TS
< <
= 2% ey
[l [N =
— e —_
a N G
—
N~
—

Rysunek 8: Zdeterminizowany automat z rysunku 5 i jego tabela przej$é

Jak widaé¢ na diagramie 8 liczba stanéw wzrosta z 3 do 8, co jest zgodne z przewidywaniami. Jednoczesnie
widaé, ze diagram 4 zawiera sie¢ w diagramie 8, co niekoniecznie oznacza, ze sg sobie rownowazne, lecz jako, ze stany
dodatkowe sa nieosiagalne to te dwa automaty sa rownowazne. Nie zawsze roGwnowaznosé¢ automatow bedzie
tak oczywista.

7.3 Automaty z przejSciem
Co jesli mogliby$Smy zmienié¢ stan ale nie ruszy¢ gltowicy? Wtedy mamy do czynienia z automatem z przej$ciem.
€ € T, e = nie ruszaj glowicy automatu
0: K x(Tu{e}) = P(K)
Kazdy automat z przej$ciem jest niedeterministyczny

0 1

pex

€ €
start —{ 4o @ @

Rysunek 9: Automat z przejsciem

Automat przedstawiony na rysunku 9 akceptuje jezyki o nastepujacej postaci L(2l) = {0"1™2% : n,m, k > 0}.
Nie istniejg r6zne epsilony: 001222 = 00122
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7.3.1 Domkniecie stanu
E(q) = zbior stanow osiagalnych z ¢ przez dowolna liczbe epsilonow
1. g€ E(q)
2. r€ E(q) Ap€d(re) = p € E(q)

7.3.2 Dombkniecie zbioru stanéw

qeA

7.3.3 Rozszerzona funkcja przejsé

h >

. P(K) x T* = P(K)

(APa)=U ., , E6(.a)

5(A,P)

7.3.4 Przeksztalcenie ¢ — ndet

A =(K',T',§,Q,, H')
T/ = T7K/ = KaH/ = H5Q6 = E(QO),(S’(A,a) = E((s(qaa/))

Snbet =L = Sbet

b | a | b | Ondet | a | b
— qo 0 {a} [ e} . —w E0) =10 {a1}

q1 {Q1, Q2} {Q2} 0 q1 {QI7 612} {Q2}

92 {ao} 0 0 —q2 | E({ao}) = {0, @2} | 0

Rysunek 10: Przeksztalcenie automatu z przejsciem na niedeterministyczny

8 Wyrazenia regularne

Reg(V') = zbior wyrazen regularnych nad alfabetem V'

0 € Reg(V)
e € Reg(V)

e acV —ac Reg(V)
u,v € Reg(V) = (u+v), (u-v),(u*) € Reg(V)

8.1 Operacje

W kolejnosci od najwyzszego priorytetu do najnizszego
1. P € Reg(V) — L(P)#0

- L(w*) = (L))"

2. L(

3. L(uww) = L(u) - L(v)

4. L(u+v) = L(u) U L(v)
5. L(u) = {u}

10
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8.2 Przyklady
L(ba™) = {ba"™ : n > 0}

L(ba®) = L(B)L(a") = {b} - (L(a))* = {8} - {a}* = {ba" : n > 0}
L((a + b)*ab(a + b)*) - wszystkie stowa nad alfabetem {a, b} zaczynajace sie od a i koriczace sie b

8.3 Tw. Kleenego

vaReg(V)L(U) C Ldet
Kazdy jezyk generowany przez wyrazenie regularne jest jezykiem akceptowanym przez automat skoriczony. Do-
wod opiera sie na konstrukeji automatu € odpowiadajacego operatorowi wyrazenia regularnego.

83.1 w=u+wv

8.3.2 w=uwv

L(uv) = L(u) - L(v)
L(u) = L(Ay), L(v) = L(2Ay)
start —{ 9o @ €

8.3.3 w=u*

€

Rysunek 13: Konstrukcja automatu dla wyrazenia regularnego u*

11
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9 Klasy jezykéw

Jezyki w zaleznosci od swoich wlasciwo$ci mozna podzielié na klasy. Z reguly jezyki dzielimy na klasy w zaleznosci
od tego co jest konieczne do ich rozpoznania i generowania.

Rozpoznawane przez maszyny Turinga

Rysunek 14: Nadzbiory jezykoéw regularnych

Kazda klasa jezykow ma odpowiadajaca klase automatow, oraz gramatyk.

L(Gp) = £, = L(Ay)

9.1 Jezyki regularne

start%@ b % 2 qf

Rysunek 15: Konstrukcja automatu deterministycznego dla jezyka L(a*b*)

Jezyk regularny to jezyk akceptowany przez wyrazenie regularne, czyli jezyk akceptowany przez automat skoriczony.

a a a
start —{ 4o @ q3 a

b b b

Rysunek 16: Konstrukcja automatu akceptujacego jezyk L = {a"d" : 1 < n < 3} bez $mietnika

Czy mozna zapisaé¢ automat deterministyczny (lub nie) skoriczenie stanowy, akceptujacy jezyk L =
{a"b":n>1} 7
Nie da sie, poniewaz wymagaloby to nieskoriczonej ilosci stanéw. Zatem jezyk L nie jest jezykiem regularnym.

9.1.1 Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych

Shuzy do dowodzenia, ze jezyk nie jest regularny.

Jezeli L = L(A)

to: istnieje k > 0, taki, ze kazde stowo P € L o dtugosci |P| > k mozna zapisaé jako P = XY Z, speliajace warunki:
oY H£e
o |[XY|<k

° quoXYlZ e L

12
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Parafrazujac: jesli jezyk jest regularny, to nie ma w nim stowa, ktorego nie mogtbys podzieli¢ na trzy czesci, takie,
ze Srodkowa czesé jest powtarzalna.

Lemat o pompowaniu jest warunkiem koniecznym ale nie wystarczajacym. To oznacza, ze wszystkie jezyki regu-
larne spelniajg warunek lematu o pompowaniu, ale nie wszystkie jezyki spelniajacy warunek lematu o pompowaniu
sg regularne. Warunkiem dostatecznym jest zdefiniowanie automatu skoriczenie stanowego akceptujacego jezyk.

Przyktad zgodny
Dlaczego jezyk L = {a™b™ : n,m > 1} jest regularny?

e k>2PclL

o |P|>k—=n+m>k

e P=qa""7a"b" czyli P= XY Z gdzie X =a" Y =a”, Z =0D"
en—z+r<k+ | XY|<k

e dlai>0XY'Z =a" *a*b™ = a"t*=Dp™ | co jak widzimy jest w jezyku L

Przykltad niezgodny
Dlaczego jezyk L = {a™b"™ : n > 1} nie jest regularny?

e k>2 PeclL

o [P|>k—2n>k

o |XY|<k— XY =a"VXY =b"
edlai=2XY?Z=a"b"b" ¢ L

Zatem muszg istnieé jezyki nieregularne

9.1.2 Przechodnio$é regularnosci

7Z tw. Kleenego:

Li,Ly € Lyeg = L1 ULy, L1 - Lo, L], L5 € £,¢4
LiULy=L(w+w)=L(v)UL(w) =L ULy
LlﬂL2=m=ﬁ
Ly C Ly C Ly C Lo

9.2 Bezkontekstowe

Klasa jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na operacje sumy, konkatenacji i domkniecia Kleene’ego.

9.2.1 Cze$¢ wspdlna jezykow bezkontekstowych
CF CF

cs
{a™v"cF :n > 1} N {a"V* i n > 1}={a"b"c" : n > 1}
9.2.2 Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Istnieje liczba naturalna p zalezna od L, taka, ze dla kazdego stowa P € L o dlugosci |P| > p istnieje podzial
P =UXWY Z speliajacy warunki:

o XY #¢
o [XWY|<p
. ViZOUXiWYiZGL
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9.3 Kontekstowe

9.4 Rozpoznawane przez maszyny Turinga
10 Gramatyki
Gramatyki stuza do generowania jezykéw. Dziatanie gramatyk wyraza sie przy pomocy reguty przepisujace;j.
(P, Q) — stowa
Jezeli P — Q oraz U = PyPP; to U = P1QP;
Jezeli reguta przepisujaca jest wykonywana wielokrotnie to uzywamy oznaczenia =.

G = <VN;VT7S7F>
gdzie:

e Vy - zbidr nieterminali (symboli zastepowanych)
e Vr - zbior terminali (symboli niezastepowanych)
e S - symbol poczatkowy

e F' - zbiér regul przepisujacych

VwNVr =10

10.1 Wyprowadzanie slowa w jednym kroku

Dla gramatyki G méwimy, ze W jest wyprowadzane w jednym kroku z U (oznaczane U = W) jezeli istnieje reguta
P — Q € F taka, ze U = Py PQs oraz W = PiQQ)>.

10.2 Wyprowadzanie slowa w wielu krokach

Dla gramatyki G mowimy, ze W jest wyprowadzane w wielu krokach z U (oznaczane U = W) wtedy gdy U = W,
lub gdy istniejg stowa Ry ... R, :n > 1 gdzie Ry =U a R, =W.

10.3 Jezyk generowany przez gramatyke
LG ={WecV;:S>W}

10.3.1 Przyklad prosty
F={S—aSA,S —¢A—bA A— b}

S = a2 SA" = a® A" S P
L(G) = {a2nb77l in>0,m > ()} U {6}

10.3.2 Przyklad zlozony
F={S— abSed,S — A, A — dcAba, A — €}

S = (ab)"S(cd)™ = (ab)" A(cd)™ = (ab)™(dc)™A(ba)™ (cd)™ = (ab)™(dcba)™ (cd)™
L(G) = {(ab)"(dcba)™(cd)" : m > 1,m > 0} U {e}
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10.3.3 Przyklad prosty
L(G)={a" :n >0} = L(a")

G= <{S}a {a}v S, {S —aS,5 — €}>

10.3.4 Przyktlad zlozony
L(G) ={a"b" :n>1} ¢ £,¢4

G = ({S},{a,b},S,{S — aSb, S — ab})

10.4 Suma gramatyk
Fy,={S—aS,S —¢€},[(G1) ={a" :n >0}

F,={S =055 — €}, L(G2) ={b" : n >0}
FIUFQ#FGHUGQ
Fo,ua, = {8 —aS', ' —¢,8% - bS%,5% - ¢,5 — S, S = 5% S — S15?}

10.5 Rodzaje gramatyk
e Typu 0 (ogdlne)
e Typu 1 (kontekstowe)
e Typu 2 (bezkontekstowe)
(

e Typu 3 (regularne)

Gy C Gy CGO,GS C Gy

10.6 Gramatyki typu 3
F={A—aB,A—a,A—¢€: A, B€Vy,a€Vr}

10.6.1 Gramatyki Normalne typu 3
FZ{A—)GB,A%E:AEVN7G,€VT}
Liczba krokow generacji = | P|—1. Kazda gramatyka regularna moze by¢ zapisana w postaci gramatyki normalnej
typu 3.
10.6.2 Gramatyki liniowe

Gramatyki regularne inaczej nazywa sa gramatykami liniowymi prawostronnymi. Gramatyki liniowe prawostronne
to gramatyki, w ktorych F' = {A — Pb}. Gramatyki liniowe lewostronne to gramatyki, w ktorych F = {4 —
bP}. Gramatyki liniowe lewostronne sg réwnowazne gramatykom liniowym prawostronnym. Gramatyki
liniowe to gramatyki kontekstowe, w ktorych F' = {A — Py Bs}

10.7 Gramatyki bezkontekstowe
F:{A%P:AE Vn,P € {VNUVT}*}
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10.7.1 Problem nalezenia slowa pustego

Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G mozna efektywnie skonstruowaé réwnowazna jej gramatyke bezkontekstowa
G’, w ktorej nie ma regul przepisujacych symbol poczatkowy w stowo puste, za wyjatkiem sytuacji jesli € € L(G).
Wowezas jedyna reguta w F' zawierajaca € bedzie S — €1 S’ nie pojawia sie¢ po prawej stronie zadnej reguty.

Problem nalezenia stowa pustego jest rozstrzygalny dla gramatyk bezkontekstowych. Algorytm wyglada naste-
pujaco:

1. Przeksztalé¢ gramatyke G na rownowazng jej gramatyke G, w ktorej nie ma regul przepisujacych symbol
poczatkowy w stowo puste.

2. Sprawdz, czy S’ — e € F'.

10.7.2 Gramatyki normalne bezkontekstowe

Gramatyka bezkontekstowa jest normalna, jezeli kazda reguta przepisujaca ma posta¢ A — a lub A — BC, efek-
tywnie tworzgc drzewo binarne.

Dla kazdej e-wolnej gramatyki bezkontekstowej mozna efektywnie skonstruowaé rownowazna jej gramatyke bez-
kontekstowa normalna.
Zamiana CF — CF norm

e Pozbadz sie terminaléow z regut innych niz te o ksztalcie A — a kosztem nowych nieterminali.

{A — abXc} = {A = X Xp XX, Xo — a0, Xp = 0, X, — ¢}

e Zamien reguly o ksztalcie A — ajas...a,B na reguly o ksztalcie A — a1 X1, X7 — asXo,..., X1 — anB.

{A — X1X2X3X4} = {A — XlZl, Zl — XQZQ, ZQ — X3X4}

10.7.3 Problem slowa

Problem stowa jest rozstrzygalny dla gramatyk bezkontekstowych. Problem stowa polega na sprawdzeniu, czy dane
stowo nalezy do jezyka generowanego przez gramatyke bezkontekstowa. Algorytm silowy ma zlozonosé¢ O(|F \'P ‘)
gdzie | P| to dlugosé slowa. Z kolei algorytm "CYK"ma zlozonosé O(|P|?).
Algorytm CYK

Algorytm CYK na wejsciu przyjmuje gramatyke bezkontekstowa w postaci normalnej. Dla danego slowa P
sprawdza, czy P € L(G). Poniewaz drzewa wyprowadzenia w postaci normalnej sa drzewami binarnymi, drzewo
dla P bedzie miato doktadnie |P| — 1 wierzchotkow wewnetrznych. Algorytm ten polega na konstruowaniu tablicy
trojkatnej o koricowej podstawie dtugosei | P| elementéw i wysokosci |P|—1 wierszy. W komoéree (4, j) przechowywane
sa nieterminalne symbole, ktore moga wyprowadzi¢ stowo P[i..j]. Warto$¢ w komorce (1,|P|) oznacza, czy P € L(G).

Xi5

X1a  Xos

X1z Xog Xz

X2 Xoz Xz Xygs
X1 Xoo X33 Xyg Xss
P P P35 P P

Tabela 2: Tablica trojkatna dla algorytmu CYK
Tabele konstruujemy od dotu. W pierwszym kroku wypetniamy komoérki P,,. Potem dla kazdego P, znajdujemy

wszystkie nieterminalne symbole, ktére moga tworzy¢ P,. W kolejnym kroku dla zbioru X;; znajdujemy wszystkie
nieterminalne symbole, ktére mogg wyprowadzi¢ P; P41 ... P;.

((ZSk<])/\(BGXZ;C)/\(CGX]ﬁLl])/\(A—)BC))—>A€X”

Dla normalnych gramatyk n = ﬁ, p=2"
Przyktad

F={S— AB|BC,A — BAl|a,B — CClb,C — AB|a}
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X11 = {B}, poniewaz tylko B generuje b. Z kolei X15 = {S, A}, poniewaz: k = 1, wiec musimy bra¢ pod uwage
wszystkie ciata X1, Xy, = {BA, BC'}. Sa dwa nieterminaly, ktore moga wyprowadzié¢ te elementy: AiS. Xo4 = { B},
poniewaz: k € {2,3} wiec musimy bra¢ pod uwage: X22X34 U Xo3X44 = {AS, AC,CS,CC, BB}. Jest tylko jeden
nieterminatl, ktéry moze wyprowadzi¢ ktorys z tych elementow: B.

{S,4,C}

0 {S,A,C}

0 {B} {B}

{5, 4} {B}  {5C} {S A}

{f} 4.cy {AC) {lg} {4,¢}

Tabela 3: Tablica trojkatna dla F' i stowa 'baaba’

Z kolei ta tabela potrafi okresli¢, np.: ze S|A = ba oraz B = aba.

10.8 Gramatyki kontekstowe
F={Q1AQ2 = Q1PQ2: Q1,Q2, A, P € {Vy UV }"\S}U{S — ¢}

Reguly w F' nie moga pozwoli¢ na zmniejszenie sie ciagu.

10.9 Gramatyki ogdlne

Bez ograniczen na reguty

10.10 Przeksztalcenie automatu na gramatyke

Dla A = (K, T,0,q0, H), A € Uges

L] VT:T

Vn = KU{S}

d(go,a) =ptop—>a€F

d(qg,a)=ptop—>qa€F

geHtoS —peF

o€ HtoS —>e€eF

10.11 Przeksztalcenie gramatyki na automat
Dla G = <VN, VT, S, F>

e K =Vy§
o I'=Vp
* Qo={S}

e H={AecK:A—ecF}
e A—waBeFtoBedj4,a)
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11 Algorytmy

' K
ke k42 nie ta k= k41

/ Wypisz k /

|

‘ Stop ’

Rysunek 17: Schemat blokowy przykladowego algorytmu

Algorytm to zbioér procedur, ktore dla danego wejscia daja okreslony wynik. My zakltadamy, ze algorytm zwraca
TAK lub NIE.
11.1 Problem

Problem to zbiér instancji, oraz zbidér instancji pozytywnych problemu.

P={I,P)
PcCI
Warto zauwazy¢ zatem, ze I dziala jak alfabet, a P jak jezyk nad tym alfabetem. Algorytm dla danego problemu
okresla czy dana instancja nalezy do zbioru pozytywnego (jezyka), w podobny sposéb jak automat okresla co jest
w jezyku. Zatem algorytm dziala troche jak funkcja A : T — {T, L}.
11.1.1 Problem rozstrzygalny
Problem rozstrzygalny to taki problem, dla ktorego istnieje algorytm, ktory dla kazdej instancji zwraca TAK lub
NIE.
11.1.2 Problem pustosci
I = wszystkie automaty = A

P={AecA:LEA=0)}

Jest to problem rozstrzygalny dla jezykéw regularnych.

11.1.3 Problem skonczonosci
I=A
P={AecA:|L(A)| < oo}
Jest to problem rozstrzygalny dla jezykow regularnych.

18


https://github.com/TCA166/notes

Jezyki formalne i zlozonosé obliczeniowa TCA166 25 maja 2026

11.1.4 Problem nieskorniczonos$ci
I=A
P={AecA:|L&)| =00}
Jest to problem rozstrzygalny dla jezykéw regularnych, poniewaz jest to odwrotne pytanie do problemu skoriczo-
nosci.
11.1.5 Problem réwnosci
I=AxA
P={(A1,2A) € AxA: L(2y)=L(A)}
Jest to problem rozstrzygalny dla jezykow regularnych.

e Zbuduj B, takie, ze L(B) = (L(2,) N L(2A,)) U (L(A,) N L(A,)) (XOR mnogosciowe)

e Zastosuj problem pustosci na ‘B

11.2 Formalizm

Algorytmy nie maja formalnej definicji. Jest to pojecie intuicyjne. Formalizacja algorytmu sa maszyny Turinga(13).
7 kolei ciekawa konsekwencja jest to, ze zatem teoretycznie nie ma dowodu na to czy kazdy problem i algorytm ma
swoja maszyne Turinga.

11.3 Teza Churcha-Turinga

Klasa funkcji obliczalnych na maszynie Turinga, maszynie RAM oraz funkcji A jest rtownowazna klasie algorytmow.
Innymi stowy: kazdy algorytm (pojecie rozmyte) ma swoja implementacje.

Nie jest to twierdzenie, ani lemat - jest to teza, ktora nie ma dowodu. Jest to dogmat, aksjomat informatyki
jako dziedziny. Jej zaprzeczenie by oznaczalo, ze istnieje algorytm, ktérego nie da sie zaimplementowaé.

12 Automaty ze stosem

Zachowuja sie jak automaty regularne z e przejSciami, ale z ta réznica, ze maja dodatkowa glowice operujaca na
stosie.

Q[ZS = <Za K7T7 5a ZO)QOaH>
e 7 - zbi6ér symboli stosu
e K - zbidr stanow

e T' - zbi6ér symboli wejsciowych

0 - funkcja przejscia

zp - symbol poczatkowy stosu
® (o - stan poczatkowy
e H - zbiér stanéw akceptujacych

Glowica na tasmie jest tylko i wylacznie do odczytu, natomiast glowica na stosie czytajac element ze stosu,
usuwa go i nastepnie moze wlozy¢ na stos nowe elementy.

0:ZxKx(TU{e}) = P(Z* xK)
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12.1 Konfiguracja

Konfiguracja to opis chwilowy automatu ze stosem. Formalnie jest to stowo postaci WqP € Z* KT* takie, ze W € Z*
(glowica oglada ostatni symbol W), ¢ € K natomiast P € T*

Konfiguracja poczatkowa to konfiguracja dla poczatkowych zmiennych automatu. Z regutly jest to zoqoP : P €
T*. Konfiguracja koricowa z kolei to konfiguracja dla standéw akceptujacych. Z reguty przyjmuje postaé¢ zge : z €
Z,q€ H.

12.1.1 Bezposrednia redukcja konfiguracji

Dla dwoch konfiguracji X, Y mowimy ze X bezposrednio redukuje sie do Y (X = Y) jesli X = wzqaP, Y = wUpp
oraz:

e g,pEK

o 2 Z,acTU{e}

w,U€eZ*peTr
(U,p) € 0(2,q,a)

12.1.2 Redukcja konfiguracyj

Dla dwoch konfiguracji X,Y mowimy ze X redukuje sie do Y (:*>), jesli istnieje ciag X1, X5 ..., X, taki, ze:
X1 =X, X, =Y VicicnXi = Xi1

12.2 Jezyki automatu ze stosem

Dla automatéw ze stosem jezyki definiujemy przy pomocy redukcji konfiguracji. Jezyk akceptowany przez 2. to
zbior L(A) = {P € T* : z9qoP = Wpe : W € Z*,p€ H} lub N() = {P € T* : 29qoP = epe :p € K}

Sa dwie rozne konwencje dot. tego czy automat akceptuje jezyk. Albo automat dochodzi do stanu koncowego
(L(2A0)), albo koriczy mu sie stos (N(21)). Dla dowolnego automatu ze stosem 2l mozna skonstruowaé automat A
dla ktorego L(2) = N(') i na odwrot.

12.3 Przyklad
A, akceptujacy jezyk {a"b" :n > 1}

o Z ={z,a}

o K ={q,q,q}

o T ={a,b}

o H={q}

0:ZxKx(TU{e}) = P(Z* xK)

Przy kazdym a dodajemy a na stos, a potem czytajac b $ciagamy ze stosu. Jesli liczba jest a i b jest rowna to jak
dojdziemy do konca to stos bedzie pusty.

1. 6(z0, qo, ) = () - pierwsze co czytamy to b: nonsens

2. §(z0,90,a) = (200, qo) - przechodzimy w tryb czytania a
3. (a, qo, a) (aa, qo) - czytamy a

4. 6(a,qo,b) = (¢,q1) - przechodzimy w tryb czytania b

5. §(a,q1,b) = (€,q1) - czytamy b

6. §(z0,q1,b) = 0 - jesli stos jest pusty a dalej sa b

7. 5(z0,q1,€) = (20, ¢2) - stan koricowy
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12.4 Deterministyczne automaty ze stosem

Jesli ponizsze warunki sg spelnione to uznajemy, ze automat ze stosem jest deterministyczny:
e Dla dowolnych z € Z oraz ¢ € K jesli 6(z, ¢, €) # () to dla kazdego a € T mamy 6(z,q,a) =)
e Dla kazdego q € K,z € Z,a € T'U {e} zachodzi |d(z,q,a)| <1

Innymi slowy: automaty ze stosem sa deterministyczne, jesli dla kazdego stanu i symbolu wejSciowego istnieje co
najwyzej jedno przejscie, oraz jesli istnieje przejécie na € to nie ma przej$é na inne symbole.
12.4.1 Klasa jezykow det CF

Deterministycznym automatom ze stosem odpowiada klasa jezykéw. Potocznie nazywamy ja klasa jezykow deter-
ministycznych bezkontekstowych (det CF).

12.4.2 Wlasciwosci jezykow det CF

Jest to klasa domknieta na dopelnienie, iloczyn.

detCF C CF

13 Maszyny Turinga
M = (K,7,0,q0, H)
o K - zbidr stanéw
® v - zbiér symboli tasmy
e ) - funkcja przejscia
® (o - stan poczatkowy

e H - zbioér stanéw akceptujacych

§: Kxvy— K xvx{L,R}

Glowica tego automatu porusza sie po tasmie, czytajac i zapisujac symbole. Instrukcje (zapisane w §) maja
postaé: qaq'a’M : M € {L, R} i czyta sie w nastepujacy sposob: jesli glowica jest w stanie ¢ i czyta symbol a to
zapisuje symbol a’, przechodzi w stan ¢’ i przesuwa glowice w lewo (L) lub w prawo (R). § nie musi by¢ funkcja
calkowita, czyli moze nie by¢ zdefiniowana dla niektérych stanéw i symboli.

13.1 Modele maszyny Turinga

Istnieje wiele réznych modeli maszyny Turinga. Z reguly réznia sie one iloscia tasm oraz tym czy tasmy sa nieskon-
czone. Wszystkie te modele sa réwnowazne. Jedynie zlozono$é obliczeniowa maszyn z wieksza dtugoscia tasm jest
"lepszaod maszyn z mniejsza dtugoscia tasm. Czyli, np.: maszyna z dwiema tasmami jest rownowazna maszynie z
jedna tasma, ale jest bardziej wydajna.

13.2 Konfiguracja maszyny Turinga

Konfiguracja to opis chwilowy maszyny Turinga. Formalnie jest to stowo postaci WqP € v*K~* takie, ze W to
zawartosé tasmy po lewej stronie glowicy, ¢ to stan w ktérym znajduje sie glowica, a P to zawartosé tasmy po
prawej stronie gltowicy.

Rozkaz maszyny qbq’b’L przeksztalca uaqgbw — uq’ab’w. I akceptuje stowo w wtedy gdy istnieje cigg konfigu-
racji C1,Cs, ..., Cy taki, ze Cy = gow, C,, = uq’bw oraz C; redukuje si¢ do Cj11.
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13.3 Jezyk akceptowany przez maszyne Turinga

Jezyk akceptowany przez maszyne Turinga to zbiér wszystkich stow, ktére maszyna Turinga akceptuje. Formalnie
jest to zbior L(M) = {w € v* : gow = ugaw : u,w € y*}

13.4 Rozstrzygalnosé

Jesli maszyna zatrzymuje sie dla kazdego wejécia w stanie ¢, lub ¢, to jest rozstrzygajaca. Maszyna Turinga to
formalizm algorytmu. Dwie maszyny sa rownowazne jesli rozstrzygaja te same jezyki. Problem jest rozstrzygalny
jesli istnieje maszyna Turinga, ktéra rozstrzyga jezyk

Lip={<i>iecP}

13.5 Maszyna Turinga niedeterministyczna

Maszyna Turinga niedeterministyczna to maszyna Turinga, ktéra w kazdym stanie moze mieé¢ wiele mozliwosci
przej$cia. Formalnie jest to maszyna Turinga, dla ktérej funkcja przejscia § nie jest funkcja, ale zbiorem funkcji.

14 Zlozonos$é obliczeniowa

Niech 9 bedzie det. maszyna Turinga, ktéra zatrzymuje sie dla kazdego wejscia. Zlozonosé obliczeniowa maszyny
Turinga to funkcja f : N — N taka, ze dla kazdego slowa wejSciowego w, maszyna zatrzymuje sie w co najwyzej
f(Jwl]) krokach.

14.1 Notacja O

Jest to notacja asymptotyczna, uzywana do okreslania skali osiaganych wartosci przez funkcje. Niech f,g : N —
R*T U {0}. Méwimy, ze funkcja jest duze O od g jesli istnieje ¢ > 0 i ng takie, ze dla kazdego n > ng zachodzi

f(n) <c-g(n).

Rysunek 18: Ilustracja notacji O

14.2 Klasa TIME

Niech f: N — R U{0}. Klasa TIM E(f) nazywamy zbior jezykow, ktore sa akceptowane przez maszyne Turinga,
ktorej ztozonosé obliczeniowa jest O(f(n)).

Dla kazdej deterministycznej wielotasmowej maszyny Turinga o zlozonosci f(n) mozna skonstruowaé odpowia-
dajaca jej jednotasmowa maszyne Turinga o ztozonosci O(f(n)?).

Podobna transformacja jest mozliwa dla maszyn niedeterministycznych, ale ztozonosé wynosi 20(7(") | Zatem
widzimy, ze maszyny niedeterministyczne sa bardziej wydajne, ale mniej realistyczne.
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14.3 Redukowalnosé¢ wielomianowa

Jezyk L; jest redukowalny do jezyka Lo w czasie wielomianowym, jesli istnieje funkcja obliczalna w czasie wie-
lomianowym f : V* — V* taka, ze dla kazdego w € V* zachodzi w € L1 & f(w) € Lo. Czyli jesdli istnieje
przyporzadkowanie wielomianowe miedzy jezykami.

14.4 Klasa P

Klasa wszystkich jezykéw rozstrzygalnych w czasie wielomianowym przez maszyne Turinga deterministyczna to
klasa P.

P=|JTIME(@")
keN

Ly <, LonNLye P=Li € P

14.5 Klasa NP

Klasa wszystkich jezykow, ktore sa rozstrzygalne w czasie wielomianowym przez maszyne Turinga niedetermini-
styczna to klasa NP.

14.5.1 Klasa NP-trudna

VienpL' <, L =L € NPyarp

14.5.2 Klasa NP-zupelna
Le NPyapp NL€E€ NP = L& NPcomPLETE

L e NPecoyprere NLE P=P=NP
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