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1 Graf

Graf nieskierowany, to uporzadkowana para wierzchotkow V' i krawedzi E:
G = (V,E)
Jesli (z,y) € E, to mowimy, ze z 1 y sa przylegle i x jest sasiadem wierzcholka y. Stopniem wierzcholka jest liczba

jego sasiadow.
Sciezka P, to graf n wierzchotkow, gdzie:

V ={w,ws,... w,} E={(w,ws),(wa,w3),...(wp_1,wp)}
Cykl C,, to sciezka z dodatkowa krawedzia laczaca konce:
V=A{w,wa,...wn}  E={(wi,w2), (w2, w3),...(wn-1,wn), (wn,w1)}

Graf pelny K, to graf w ktorym kazde dwa rézne wierzchotki sg przylegle.

Podgraf H C G to podzbiér wierzchotkéow G i krawedzi G. Pograf rozpina G, jesli kazdy wierzcholek G jest w
H.

Graf jest spojny, jesli kazde dwa jego wierzchotki sa poltaczone Sciezka. Sktadowa grafu to maksymalny podgraf

spojny.
Drzewo to graf spdjny bez cykli.

2 Gra

W ramach przedmiotu bedziemy rozwazaé gry skoriczone, z pelna informacja o stanie gry. Zaktadamy, ze w ramach
gier beda wystepowaé tylko dwaj gracze, i co za tym idzie, gra sie moze koriczy¢ z wynikiem 1 (gracz 1 wygrywa),
0 (gracz 2 wygrywa), lub 1/2 (remis).

2.1 Strategia

Strategia, nazywamy funckje dzialajaca na podstawie stanu gry i zwracajaca ruch gracza, lub kolejny stan. Czysto
teoretycznie, strategia musi by¢ zdefiniowana z wszystkich stanéw na wszystkie mozliwe stany pochodne, lecz w
rzeczywistodci, jest wiele stanéw, ktorych nie ma sensu rozwazaé.

2.1.1 W kazdej grze kto$ ma strategie nieprzegrywajaca
1. Gracz I ma strategie nieprzegrywajaca, lub jej nie ma
2. Jesli ma, to dowod zakorniczony
3. Jesli nie ma, to wartos¢ gry to 0, wiec drugi ma wygrywajaca
4. Kazda strategia wygrywajaca jest nieprzegrywajaca, wiec 2 ma nieprzegrywajaca

5. Albo I albo II ma nieprzegrywajaca, Q.E.D.

2.1.2 Jesli nie ma remisu w grze, to kto§ ma strategie wygrywajaca
1. W kazdej grze kto$ ma strategie nieprzegrywajaca
2. Zatem, kazda gra ma wartos¢ 0, 1/2; lub 1

Jesli gra nie pozwala na remis, to nie moze mie¢ gra wartosci 1/2

Wiec gra moze mie¢ tylko wartosci 01 1

grok W

Wiec ktos musi mie¢ wygrywajaca strategie
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2.2 Drzewo gry

Rozne stany gry mozna rozwazaé¢ w postaci drzewa gry, gdzie kazdy wezel reprezentuje mozliwy stan gry, krawedzie
ruchy, a poziomy drzewa reprezentuja rundy gry.

2.2.1 Analiza wstecz

Analizujac wstecz zachowania graczy w ramach gry, mozemy przyporzadkowaé kazdemu stanowi "wartosé", ktora
odpowiada za wynik gry w tym momencie, zakladajac optymalne ruchy obu graczy. Dziala to zgodnie z prosta
zasada: w stanie, w ktorym gracz I ma ruch, wybiera on ruchy do stanéw o wartosci 1, lub 1/2 jesli sg takie.

1/2 1 0 1/2

Rysunek 1: Przykladowe warto$ciowanie stanéw gry

W kontekscie fig. 1, na podstawie analizy wstecz mozemy bardzo tatwo okresli¢, ze wartoscia gry jest 1/2.
Na podstawie tego wynika, ze kazdy z graczy ma strategie nieprzegrywajaca. Rownoczesnie nikt nie ma strategii
wygrywajacej. W kontekscie takiego drzewa, strategia jest decyzja na kazdym lisciu, do ktérego dziecka przejsé.

2.2.2 Eksplozja kombinatoryczna

Eksploracja drzewa gry stanowi klasyczng metode analizy gier. Jednak, ma spore problemy, glownie zwiazane z
iloscig rozwazanych stanow. Stad, czesto lepszymi metodami analizy, sa te oparte o dowody nie-wprost.

3 Hex

Jesli na kazdym polu planszy Hex m x n polozymy pionka o dowolnym kolorze, to jeden z koloréw bedzie w pozycji
wygrywajacej. Stad tez, nie ma remiséw w tej grze.

W Hex n x n gracz I ma strategie wygrywajaca, na podstawie kradziezy strategii. W Hex m x n gracz "krotki",
czyli ten z krotsza krawedzig, ma strategie wygrywajaca, nawet, jesli jest drugim graczem. To, z kolei, wynika z
metody ruchéw odpowiadajacych.

Rex to odwrécony wariant Hex, gdzie stanem przegrywajacym jest stworzenie polaczenia. W Rex n x n gracz
pierwszy ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdzy n jest parzyste.

4 Chomp

Na tabliczce n x m gracze na przemian wybieraja kostke. Tym ruchem ograniczaja tabliczke do kostek na lewo lub
powyzej wezesniej wybranej; jakby odgryzali wszystko na prawo i w dot. Celem gry jest doprowadzenie przeciwnika
do zjedzenia kostki w lewym gbérnym rogu.
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5 Kradziez strategii

Jest to technika analizy gry, ktéora polega na analizie potencjalnych strategii przeciwnika. Na przyklad, pozwala
nam udowodnié, ze gracz ma strategie wygrywajaca, nawet jesli nie jest w stanie jg znalezé¢ samodzielnie.

W Hex, nie ma remiséw. W zwiazku z tym, jak zakladamy, ze gracz II ma strategie wygrywyajaca, to gracz
I musi nie mie¢ wygrywajacej strategii. Mozna, jednak znalezé sprzeczno$é w zatozeniach. WyobraZzmy sobie,
ze gracz I ma strategie gracza II. W takiej sytuacji, gracz I moze zrobié¢ jakis losowy ruch, i potem po prostu
podazaé ta strategia wygrywajaca gracza II. Napotkanie naszego wczesniejszego ruchu nie jest problemem -
wystarczy, zrobié¢ inny losowy ruch. To oznacza, ze gracz I ma strategie wygrywajaca - oparta na strategii gracza
I1. Sprzeczno$é, czyli gracz II nie ma strategii wygrywajacej, czyli gracz I ma strategie wygrywajaca.

Ten dowod opiera sie na kluczowych faktach:

e W Hex nie ma remis6w
e Pola w Hex moga by¢ tylko w 3 stanach

e Ruch dodatkowy w Hex nie moze byé¢ szkodliwy

Najtatwiej ten dowdd atakowaé w innych grach poprzez nasz losowy ruch. Gry takie jak Rex, charakteryzuja sie
tym, ze ruch potrafi by¢ zty dla gracza.

Kradziez strategii dziala tez w Chomp. Tam, ponownie zaktadamy, ze gracz II ma strategie wygrywajaca. Gracz
I zjada prawy dolny rég. To jest nieszkodliwe i potem podaza za strategia gracza II. Zatem mamy sprzecznosé -
gracz | ma strategi¢c wygrywajaca, a gracz Il nie ma strategii wygrywajace;j.

6 Metoda ruchéw odpowiadajacych

Dla niektorych gier, odpowiednia strategia jest ruch odpowiadajacy. Ogolnie, mozna powiedzie¢, ze ruchem odpo-
wiadajacym jest taki ruch, ktéry jest jakims$ odpowiednikiem ruchu gracza przeciwnego. Wtedy strategia staje sie
funkcja ruchu przeciwnika.

Na przyklad, w kotko i krzyzyk, dla dowolnego rozmiaru planszy i kombinacji, da sie stworzyé¢ parowania pol,
ktore nalezy wypetni¢ w momencie kiedy przeciwnik wypelni sparowane pole. Dla bardziej skomplikowanych wa-
riantow kotka i krzyzyk da sie w ten sposob skonstruowaé strategie nieprzegrywajaca.

Innym dobrym przyktadem jest Hex m x n. Tam, wystarczy papugowaé ruchy przeciwnika, jako gracz "krotki",
wzdtuz osi symetrii planszy. To nie pozwoli mu zbudowaé polaczenia, a jednocze$nie nasza Sciezka jest krotsza i
zawsze kto§ musi wygrac.

7 Gra Shannona

Na grafie spoéjnym G, z dwoma wyrdznionymi wierzchotkami a,b € V, dwaj gracze po kolei maluja na zmiane
po jednej krawedzi. Wygrywa Konstruktor, jesli powstanie $ciezka o koricach a,b; Destruktor przegrywa w takim
przypadku.

W grze, konstruktor ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy jakis podgraf G (moze tez G) posiada
przynajmniej dwa krawedziowo roztaczne drzewa rozpinajace.

8 Gra w spojnosé

Jest to gra podobna do gry shannona, tylko, ze celem konstruktora jest doprowadzenie do drzewa rozpinajacego, a
konstruktora zapobiegniecie.

W grze, konstruktor ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy G posiada przynajmniej dwa krawe-
dziowo roztaczne drzewa rozpinajace.
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9 Bridge-it

Bridge-it 4 x 4 jest analogiczny do Hex 7 x 7 w specjalnej konfiguracji startowej. Z wnioskow apropos Hex mozemy
wywnioskowaé, ze w Bridge-it nie ma remisu, oraz strategie wygrywajaca ma gracz I.

10 Graw K,

Na planszy postaci grafu pelnego K, gracze na przemian maluja krawedzie w swoim kolorze. Wygrywa ten, ktory
pierwszy zbuduje K} w swoim kolorze.

Jesli k = 3, to dla n < 4 wartos¢ gry to 1/2, dla n > 4, wartosé gry to 1. Stad, pierwszy z graczy ma strategie
nieprzegrywajaca. Mozna, to okresli¢ z kradziezy, dla kazdego k > 2.

Prawdziwie ciekawym pytaniem, jest to, dla jakiego n remis jest mozliwy, a dla jakiego nie?

11 Ramsey

Dowolnie malujemy krawedzie K,, dwoma kolorami. Czy zawsze powstanie monochromatyczny trojkat? Dla n <5
nie, dla n > 5 tak. Czyli najmniejsze n, ktére prowadzi do gwarantowanego monochromatycznego tréjkata to 6.

Liczba Ramseya r(q1, . . ., qr), to najmniejsze j, dla ktérego przy dowolnym k-kolorowaniu krawedziowym, istnieje
klika rozmiaru q;, ktorej wszystkie krawedzie sa koloru .

r(3,3) =6

Notacyjnie, r(3,3) zadaje pytanie, dla jakiego j istnieje zawsze, niezaleznie od kolorowania, klika czerwona
rozmiaru 3, lub niebieska rozmiaru 3.

r(3,3,3) = 17 # r(3,3)

Dla trzy kolorowania mamy wiecej koloréw, wiecej potencjalnych kolorowan, wiec oczywiscie liczba musi by¢

wieksza aby zagwarantowaé trojkat.
r(3,4) =9 #r(3,3)

Podobnie tutaj, gdzie pytamy jaka liczba gwarantuje, ze dla dowolnego kolorowania, jakie j gwarantuje, ze jest
klika czerwona rozmiaru 3 lub niebieska rozmiaru 4. Jest to zawezenie, bo jest mniej potencjalnych klik rozmiaru
4 na K,,.

Dla dowolnego a i b zawsze istunieje r(a,b). Piszemy K,, — (K,, K}), jesli dla kazdego kolorowania krawedzi K,
dwoma kolorami, powstanie czerwona K, lub niebieska Kj.

Poniewaz istnieje bijekcja, miedzy kolorowaniami na K,, a stanami gry w K,,, to mozna wnioskowaé, ze jesli
r(k, k) = n, to strategie wygrywajaca ma gracz pierwszy i remis jest niemozliwy.

r(a,b) <r(a—1,b) +7r(a,b—1)
vk, k) <3 vk ki =1 k) = (r—2)
i=1

12 Geometria Dyskretna

Wiekszo$¢ gier opiera sie o jakas abstrakcyjna definicje. Na przykltad, hex, okreslony dla planszy rozmiaru n € N.
Tutaj bedziemy rozwazac¢ gry okreslone dla wiekszej ilosci dyskretnych parametrow, z czego sie pojawia geometria
dyskretna.
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12.1 Kbélko i krzyzyk

Prosta gre w kotko i krzyzyk mozna zdefiniowaé abstrakcyjnie dla m wymiaréow. Klasyczna wersja jest dwu-
wymiarowa; [3]2, z 3 x 3 pol. Mozna sobie zatem wyobrazi¢ wersje jedno-wymiarowa [3]' z 3 polami, albo [3]?
z 3 X 3 X 3 polami.

Zbiorem pol dla gry kotko i krzyzyk [k]™ jest:

{(wl,wg, . wn) :Yw; € {1, ey k‘}}
n
—_—N—
czyli, po prostu, dyskretne punkty na planszy k x k--- x k.
Dla takiej gry linia, to zbiér k réznych punktéw, takich, ze kolejne w; dla rosnacych i tworza ciagi o okreslnej
monotonicznosci; stalej, rosnacej lub malejacej. Poniewaz, wspotrzedne sa symetryczne i abstrakcja, to mozna
zamienia¢ kolejnosciami. Zatem, dla [3]*:

—_——~
(2,1,3,1) (2,3,1,3) (w1, =+ wn)
3 (2,2,2,2) = (2,2,2,2) .- : k
(2,3,1,3) (2,1,3,1) ’
(w1, - wp)

Wartoscia [3]2 jest 1/2, podobnie [4]%. [3]3, [4]® jak i [3]* maja wartos¢ 1.

Dla ogodlnego problemu wartodci [k]™, mozemy z kradziezy wywnioskowaé, ze gracz drugi nigdy nie ma strategii
wygrywajacej. Stad tez wartosé to albo 1/2 lub 1. Zatem, wartos¢ gry [k]™ sprowadza sie do problemu tego, czy w
grze jest remis.

12.1.1 Twierdzenie Halesa-Jewetta

Dla dowolnego k € N, istnieje n € mathbbN, ze przy dowolnym pokolorowaniu dwoma kolorami planszy [k]™
powstanie monochromatyczna linia.

Lub inaczej; jest k, dla ktorego przy odpowiednim n, nie da sie zremisowaé¢. Najmniejsze takie n oznaczamy
hj(k). Uwaga na notacje!, HJ(k) # hj(k).

hi(3) =3

Jesli n > hj(k), to nie ma remisow w [k]™, a co za tym idzie warto$¢ gry musi by¢ 1.

12.2  Set
13 Gry KK vs KD

W zaleznosci od definicji gry, mozna zdefiniowaé jej alternatywna wersje ze zmodyfikowanym celem gry graczy.
Np.: Hex to gra Konstruktor-Konstruktor(KK), lecz, mozna zdefiniowaé jej wersje alternatywna Konstruktor-
Destruktor(KD), w ktorej celem gracza 2 nie jest zbudowanie polaczenia, lecz zapobiegniecie zbudowania polaczenia
przez gracza 1.

W krach KD zwyczajowo zaczyna konstruktor, chyba, ze to gra Shannona, albowiem zwyczaj.

W grach KD, jesli destruktor ma strategie nieprzegrywajaca w wariancie KK, to ma tez wygrywajaca w KD,
albowiem remis, brak legalnego ruchu, jest jego stanem wygrywajacym.

W grach KD, jesli destruktor ma strategi¢ nieprzegrywajaca strategie ruchdéw odp, to jest to strategia wygry-
wajaca.

Hex absolutnie si¢ nie zmienia na skutek KK—KD. Dla KK: [3]2 = 1, [5]> = 0, [n]? = 1:d > hj(n). Co wiecej,
jesli [n]? =1, to [n]?H! = 1.

13.1 Definicja

W ogole, gra KD jest zdefiniowana jako (X, W),Vyeyww C X, czyli pewien zbior elementéw, wraz z zbiorem
wygrywajacych elementéw. Wygrywa Konstruktor, gdy ktorykolwiek w € W jest koloru konstruktora. W przypadku
Gry Shannona, X to krawedzie, a W to §ciezki laczacej A 1 B.
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wi CX we CX

Rysunek 2: Wizualizacja (X, W)

13.2 Wizualizacja

W takiej strukturze jak fig. 2, zamiast rysowac¢ krawedzie, kolorujemy elementy X, czyli punkty wizualizacji. Jesli
jakis podzbior, "ziemniaczek"jak to zostalo cudownie nazwane na wyktadzie, bedzie jednego koloru, to wygrywa
Konstruktor.

13.3 Rachunek prawdopodobienstwa

Wyobrazmy sobie, ze losowo kazdy element z X kolorujemy na 2 kolory. Ile bedzie zbioréw czerwonych w W?
Mierzymy to jako zmienna losowa Z.

13.3.1 Twierdzenie Erdosa-Selfridge’a

Jesli EZ < 0.5, to Destruktor ma strategie wygrywajaca.

1
EZ:ZW

wew
Kryterium nie dziala w druga strone

14 Gry NIM

Gra NIM to kazda gra, ktorg da sie przedstawi¢ w postaci nastepujacego grafu skierowanego G, zwanego grafem
NIM:

e V(@) jest zbiorem pozycji w grze

o (z,y) € E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy z pozycji x gracz moze przejs¢ w jednym ruchu do pozycji y
e G jest acykliczny (w skierowany sposob, wiec cykle moga by¢, ale nie moze by¢ cykli skierowanych)
e Istnieje jeden wierzhotek o stopniu wejscia 0, zwany pozycja startowa

Z acyklicznosci wynika istnienie wierzchotka o stopniu wyjscia 0, bedacy pozycja konicows.

Szachy nie sa gra NIM, bo sa cykliczne (skoczek). Chomp i usuwanie monet sa grami NIM.

14.1 Ocena pozycji

W grach NIM oceniamy pozycje w nastepujacy sposob:
e Jedli gracz w danej pozycji przegrywa, to méwimy, ze jest to pozycja P
e Jesli pozycja prowadzi do pozycji P, to jest R - rozstrzygajaca
o Jesli wszyscy sasiedzi wierzchotka sa R, to jest to wierzchotek P

Kazdemu wierzchotkowi grafu NIM mozna przypisa¢ jednoznacznie, ze jest P lub R.


https://github.com/TCA166/notes

Gry Kombinatoryczne TCA166 25 maja 2026

14.2 Suma Gier

Dla zbioru wierzchotkowo rozlacznych grafow Gi,Gs, ..., G, gier NIM, mozemy zdefiniowaé¢ nowg gre tak, ze ruch
polega na wybraniu jednego G i wykonaniu w nim ruchu. Przegrywa, kto nie ma ruchu, czyli w kazdym G; zostala
osiagnieta pozycja koricowa.

Moéwimy, ze taka gra jest suma gier NIM:

Gi+Ga+--+Gy

Aby okresli¢ wartos¢ sumy gier, robimy XOR kolejnych wartosci G.

14.3 Nimber
Jest to inna forma oceny pozycji niz R/P.
e Pozycja przegrywajaca ma 0
ni(z) =0+ N(x)=0 N(z)={v:(z,v) € E(G)}
e Kazda inna pozycja x ma nimbera réwnego najmniejszej > 0 liczbie calkowitej, ktérej nie ma w zbiorze

nimberow sasiadow:
ni(x) =min{n > 0:n ¢ {ni(v) : v € N(x)}}

Kazdemu wierzchotkowi mozna przypisac¢ ni(v) w sposob jednoznaczny. Nimber pozycji startowej nazywamy nime-
rem tej gry.

ni(G) = ni(z) : {(v,z) ;v € G} =0
W kazdym grafie NIM, wierzchotek jest P-pozycja wtedy i tylko wtedy gdy ma ni(x) = 0.

v=P <+ ni(v) =0

14.3.1 Nimowanie

Operacja nimowania, nazywamy operacje @ : N x N — N. Aby obliczy¢ wartos¢ @(a,b), nalezy:
e Zapisz a i b w systemie dwojkowym
e Dodaj po wspélrzednych mod 2
o Wynik zapisz w dziesietnym

N z dzialaniem & jest grupa abelowa.

14.3.2 Nimowanie gier

Dla gier NIM Gy, ..., G, nimber ich sumy jest suma nimberéw sktadowych:

k
ni <Z Gi> =ni(G1) B ni(G2) ® - -- ®ni(Gy)

To oznacza, ze mozemy bardzo tatwo rozwazaé¢ wartosci gier zlozonych, oraz, co ciekawe, warto$ci konkretnych
ruchow. Wystarczy z danej gry G;, usunaé wszystkie poddrzewa, w ktorych dany ruch nie zostal wykonany, w ten
sam sposob tworzac Gi.

She nim on my ber till I Grundy
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15 Gry o sumie zerowej

Celem nie jest wygrana, lecz maksymalizowanie jakiej$ liczby na koncu rozgrywki. Kazda pozycja ma przypisang
wyplate R. Domyélnie, gracz I chce maksymalizowaé te wyplate, a gracz II minimalizowaé¢. Dotychczasowe gry to
szczegblny przypadek gier o sumie zerowej, gdzie wyplata {0, 1, %} CR.

Jesli gracz i stosuje strategie s; dla i = 1,2, to wyplate na koncu rozgrywki oznaczamy w(sy, s2).

Gra Konstruktor-Malarz, to gra w monochromatyczna K3 na K,,. Konstruktor wybiera krawedz, malarz maluje
ja na jeden z dwoch kolorow.

Wyptata, to liczba rund, Konstruktor ja minimalizuje, malarz maksymalizuje. Konstruktor ma strategie wy-
muszajaca monochromatyczna K3 w najwyzej 8 rundach. Malarz ma strategie, ktéra pozwala mu przetrwaé co
najmniej 7 rund.

Warto$¢ gry o sumie zerowej G, to taka liczba x = val(G), ze gracz maksymalizujacy ma strategie gwarantujaca
wyplate co najmniej z, a rbwnocze$nie, przeciwnik ma strategie gwarantujaca wyplate nie wieksza x.

Strategia optymalna gracza maksymalizujacego, to taka co gwarantuje wyplate co najmniej val(G), bez wzgledu
na strategie przeciwnika. Strategia optymalna gracza minimalizujacego, to taka co gwarantuje wyplate nie wieksza
niz val(G).

15.1 Minimax
Gracz pierwszy maksymalizuje. Istnieje doktadnie jedna liczba z, dla ktore;j:
e Istnieje s1, ze dla kazdej strategii s, przeciwnika, zachodzi: w(sy,s) > «
o Istnieje so, ze w(s, s2) < x
Niech G bedzie gra o sumie zerowej, w ktorej graczem maksymalizujacym jest gracz 1. Dla a € R:
e Jedli dla sq, zachodzi w(sy,s) > a — val(G) > a
e Jedli dla sp zachodzi w(s, s3) < a — val(G) < a
Podobnie jak w grach o konkretnym wyniku {0, 2, 1}; mozemy uzy¢ analizy wstecz aby okresli¢ wartosé gry G.

Tutaj, o wiele ciekawszym zagadnieniem jest estymacja wartosci gry przy brakujacych danych.

15.2 Metoda alfa-beta

1. Wierzchotki maja val(z) = [—o0, o0

2. LiScie oznaczone, dostaja val(z) = [w(x), w(x)]
Cofamy sie wstecz, rozwazajac kolejne oszacowania

Jesli na wierzchotku gracza maksymalizujacego x, sasiadujacego z [a, b], max val(z) < a to obcinamy x

ook W

Jesli na wierzchotku gracza minimalizujacego x, sasiadujacego z [a, b], minval(z) > b to obcinamy x


https://github.com/TCA166/notes
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