Wstep do Fizyki Kwantowej TCA166 25 maja 2026

1 Wstep

Przydatne wzory w jednym miejscu:

e Ped ciala o masie m i predkosci v:
e Energia ciala o masie m i pedzie p:
e Stala plancka i jej evil twin

e Predkosé fali

1.1 Algebra

Z jakiego$ powodu duzqg czesciq zajeé byta algebra, bo fizycy nie mieli dedykowanego przedmiotu, wiec tu przypo-
mnienie bo pewno algebra bedzie sporq czescig kolowkium <3.

1.1.1 Macierze

Ay = AT
a+bi=a—bi
AT =4
e Symetryczna AT = A
e Ortogonalna AT -A=A-AT =1
e Hermitowska AT = A
e Normalna AT- A=A Al
e Unitarna AT - A=A4- AT =T
e Osobliwa det A =0
1.1.2 Wartosci i wektory wlasne
det(A—XI)=0
(A — )\1[)1)1 =0

1.1.3 Notacja Diraca

Wektor v, nazwany a w przestrzeni V' (domyslnie C™) mozna zapisaé jako:

la) = v = (vi,v9,...,0,)
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1.1.4 Rozklad spektralny

Dla kazdej macierzy normalnej A istnieje jej rozktad spektralny, czyli:
A= NPi= NiliXil

1.1.5 Diagonalizacja
A=UDU!

Dla macierzy normalnej U~! = Ut. U to macierz zlozona z wektoréw wlasnych A. D to macierz diagonalna, gdzie
wszystkie wartosci wystepujace na przekatnej to wartosci wlasne A, lub inaczej, jest to macierz zapisana w bazie
swoich wektoréw wlasnych.

fa) 0 0
O I N
00 W

Magicznym aspektem macierzy zdiagonalizowanych, lub szerzej, tych zapisanych w bazie swoich wektorow wta-
snych, jest to, ze na ich diagonali sg ich wartosci wlasne.

1.1.6 Operacje

det(Aaxa) = A11A2 — A12Ax
[A,B] = AB — BA

2 Eksperyment Younga - dwu-szczelinowy

W eksperymencie mierzymy zachowanie elektronéw wzgledem dwoch dziur i czujnika ruchomego na wzdtuz osi .
Mierzymy prawdopodobietistwo, tego, ze czujnik odbierze elektron, jako Pja(x). Rownoczesnie rozrézniamy Pj(x)
oraz P»(x); prawdopodobienistwa, tego, ze czujnik odbierze elektron przy jednej z dziur zastonietej. Diagram ilu-
strujacy eksperyment znajduje si¢ w fig. 1.

Rysunek 1: Tlustracja eksperymentu

2.1 Czastkowa interpretacja

Jesli elektron zachowalby sie jako czastka, to spodziewalibysmy sie, ze Pia(x) = Pi(x) + P2(x). Wnioskiem takiej
obserwacji byloby, ze czastki elektronéw nie maja na siebie wptywu; nie zachodzi interferencja. Co wiecej, elektron
zawsze przechodzi jedna dziura.
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2.2 Falowa interpretacja

Jesli elektron zachowalby sie jako fala, to spodziewaliby$my sie przeciwnego wyniku. Fale nie naktadajg sie na siebie
tak czysto. Zachodzitaby interferencja; fale w zaleznosci od fazy albo by sie na siebie naktadaty, albo niwelowaty.
Co wiecej ze wzledu na dzialanie fal, elektron by przechodzit przez obydwie dziury jednoczesnie. Pio(z) = |¢1(x) +

d2(7) |2, Pr = |¢1(2)]%, ...

2.3 Wynik

Eksperyment pokazuje, ze mimo tego, ze detektor odbiera elektrony w dyskretnych grupach, to Pj2 zachowuje sie
jakby elektrony byly falami. Zatem elektron zachowuje sie¢ "troche jak czastka troche jak fala".

Obserwowanie elektronow, ktore przechodza przez szczeliny, powoduje, ze przestaja zachowywaé sie jak fale, a
zaczynaja zachowywac sie jak czastki. Znika inteferencja, bo wiemy, ze elektron przechodzi przez jedna z dziur, a
nie przez obydwie.

Na podstawie tego eksperymentu, opracowano zasade niepewnoéci Heisenberga. W ramach eksperymentu, ozna-
cza ona, ze nie da sie zaprojektowaé detektora elektronéw, ktory nie wptywa na elektrony. Detektor, czy to pozycji
czy pedu, ma pewna dokladnosé i pomiar tej doktadnosci wptywa na mierzona czastke. Zasada niepewno$ci nie
wplywa na zycie na naszej skali, poniewaz dtugosci fali obiektow w naszej skali sa bardzo mate, oraz te obiekty sa
obserwowane ciagle, wiec nie ma mozliwosci, zeby zachowywaly sie jak fale.

2.4 Slabe zrodlo swiatla

Z stabym zrodtem swiatta, mozemy sie spodziewaé pojedynczych fotonow, ktore trafiaja w losowe punkty na ekra-
nie. Po dluzszym czasie, mozemy zauwazy¢, ze rozklad tych punktow przypomina rozklad interferencyjny, ktory
obserwujemy w przypadku silnego zrédta swiatta. To dowodzi istnienia fotonow.

2.5 Wyprowadzenia

Ten eksperyment pozwala nam wyprowadzi¢ nastepujace wlasciwosci Swiatta o danej dtugosci fali A i czestosci w:

2

k= —

A

2rh  h
= —=—=%kh

A A

Zatem tez: my =0, vy = c.

2.6 Swiatlo

Swiatto o danym X i w sktada sie z dyskretnych czgstek, ktorych dystrybucja jest dana przez interferencje fali. Nie
jest fala, ale dziala jak fala. Charakterystyka fali okresla prawdopodobiensto, tego ze foton padnie w danym miejscu.
Co wiecej, foton wie czy szczelina jest otwarta w eksperymencie dwu-szczelinowym, co ma sens tylko jesli jest fala.
Nalezy tez wspomnieé, ze foton nie moze sie zatrzymac. Jako, ze nie ma masy, to ped i jego energia sa zalezne
od jego predkosci. Gdyby sie zatrzymal, to jego energia i ped bylyby réwne zero, co jest niemozliwe z zachowania
energii.

2.7 Fala de Broglie

Jest to generalizacja koncepcji swiatta wychodzacej z eksperymentu Younga. Kazda fala, ktora na skali makro-
skopicznej zachowuje sie jak fala, lecz tak naprawde jest masa dyskretnych czastek jest fala de Broglie, lub fala
materii.

A==
p

Elektron jak i foton sg falami de Broglie, ale foton jest fala de Broglie o masie zerowej.
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3 Zasada niepewnoSci

AxAp > g

gdzie, na przyktad, Az = o(x). Istotna jest jednak obserwacja, ze dla Az — 0, Ap — 0o, i na odwroét.

4 Efekt Fotoelektryczny

W wyniku promieniowania fotonami, elektrony atoméw pierwiastka sa wyrzucane z atomu. Efekt ten jest wykorzy-
stywany w praktyce w napedzaniu fotodiod i fotokomorek.

Elektrony w metalu znajduja sie w studni potencjatu, gltebokosci W, odpowiadajacej pracy wyjscia. Foton
padajac na material powoduje wyrzucenie elektronu natadowanego U z energia kinetyczna Egmax. U nazywamy
potencjalem hamujacym. W wyniku tego procesu utracona zostaje energia w postaci pracy wyjscia W:

Epmax = Ef — W =eU
Czestoscia progowa nazywamy najnizsza czestosé wg, dla ktorej Frmax = 0.
Einstein w 1905 sugerowal, istnienie fotonow, jako czastek swiatta, aby wyjasnié¢ efekt fotoelektryczny. Rzeczy-
wiscie, w formaliZzmie powyzej ma to sens.
5 Zjawisko Comptona

W zjawisku Comptona foton padajacy na elektron zmienia kierunek i czestosé. Efekt ten jest wykorzystywany w
praktyce w analizie struktury atoméw i molekul. Hustracja zjawiska znajduje sie w fig. 2.

-/
E, S

Rysunek 2: Tlustracja zjawiska Comptona. Foton f ma dlugosé fali A.

W zjawisku zachowanny jest ped oraz energia, co wraz z roéwnaniem Comptona:

(N —)\)% =1—cosf

Pozwala nam w istocie wyprowadzi¢ wszystkie niewadome w zjawisku.

h h /
T = cosf+plcosp
+ =9 4p. =X by e
ProrPe =Py Pe {O/{’/sinﬂerésin@
he hc
A N
Efekt comptona, opisany w 1927 roku, jest dowodem na istnienie fotonu.

Ef+E.=E;+E, = — +me® = — + E,

6 Model Bohra

Do opracowania modelu atomu Bohra, przyczynit sie eksperyment J. Balmera. W tym eksperymencie $wiatto prze-
chodzace przez gaz pewnego pierwiastka, rozszczepia sie na tylko konkretne kolory. To eksperymentalnie sugeruje,
ze atom moze emitowaé tylko dyskretne poziomy energii.

W modelu atomu Bohra, elektron porusza sie wokét jadra wokoét jednej z dyskretnych orbit. To tez oznacza, ze
energia elektronu jest dyskretna lub zkwantowana. Diagram modelu mozna znalezé¢ w fig. 3.
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Rysunek 3: Model Bohra atomu

Elektron na orbicie utrzymuje sie w wyniku silty elektrostatycznej miedzy elektronem a jadrem.

Dla dowolnego ciata na orbicie:

gdzie T jest czasem okresu orbity. Energie potencjalna mozna wyznaczy¢ z pola elektrycznego.
2
E,=2E, =k—
r

1
Ey = —mv?
k 2mv

6.1 Nieskoiriczenie gleboka studnia potencjalu

Istnieje studnia potencjalu. W zakresie x € (0, L) czastka moze sie porusza¢ swobodnie, potencjal jest zerowy.
Poza tym obszarem potencjal jest nieskoriczenie duzy. dtugosé studni (L) musi by¢é rowna catkowitej wielokrotnosci
polowy dtugosci fali:

L= né
2
Trzeba tez wykorzysta¢ wlasnosci fali de Broglie (A = %) aby uzyskaé:
b
Pn = 5L

Postulat Bohra:

]{pdq =nh

Ciato doskonale czarne, to koncept fizyczny, w ktérym rozwazamy zachowanie sie energii, temperatury i promienio-
wana w doskonale czarnej wnece. Zatozenie jest takie, ze ciato ma nie dopusci¢ do powrotnej emisji promieniowania.
W ciele doskonale czarnym zaklada sie, ze liczba modéw oscylacyjnych jest dana wzorem:

6.2 Cialo doskonale czarne

812
N(v)dv = 3 dv

Wynika to z v = § oraz A = 27” Gestosc¢ energii na jednostke czesosci wyraza sie:

u(,T) = N(v)(E)
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6.2.1 Katastrofa w ultrafiolecie

W klasycznej teorii z zasady ekwipartycji energii wynika, ze $rednia energia przypadajaca na jeden stopieri swobody
uktadu oscylacyjnego jest réwna:
(E) = kT

Podstawienie (E) = kgT do u(v,T) daje nam wzor Rayleigha-Jeansa na gesto$¢ energii na jednostke czestoséi. Ten
wzor jest o tyle staby, ze calka po calym zakresie v daje nam nieskonczong energie, co jest nonsensem. Ten fenomen
zostal nazwany katastrofa w ultrafiolecie.

6.2.2 Wzor Plancka

Planck rozwiazal problem z wzorem Rayleigha-Jeansa, wprowadzajac inna definicje (F). Podstawowym zalozeniem
Plancka jest, ze energia pojedynczego oscylatora jest zkwantowana.

E,, = nhv
hv
<E> = hv
efsT —1

6.3 Efekt Einsteina de Haasa

Zakladano, ze magnetyzm sie bierze, z ruchu elektronéw na orbicie atomu Bohra. Zgodnie z tym modelem, prad na
pierwszej orbicie powinien wynosié:

I e  neh
T 27r?m
Magnetyczny moment dipolowy pu, wynosi zatem:
= —e - —e
g=I1-S=I-n?*=_—L=—h
2m 2m

Ta warto$é nie zgadzala sie z wynikami eksperymentéw, poniewaz nie uwzgledniata spinu elektronéow jako wiekszej
sktadowej magnetyzmu. Zatem eksperymentalnie:
—e

%Z 9(%)

6.4 Eksperyment Sterna-Gerlacha

Srebro Ag,, ma tylko jeden wolny elektron. W wyniku ogrzewania srebra, odlacza si¢ ten pojedynczy elektron. Jesli
na drodze elektronu znajduje sie pole magnetyczne, to elektron odbija sie w pewnym kierunku. W wyniku tego
eksperymentu mozna wywnioskowaé, ze elektron ma spin.

. —ez

s — —S
2 ng

Wykonanie wielokrotne eksperymentu Sterna-Gerlacha(SG), pozwala nam wyprowadzi¢ kilka podstawowych
zasad fizyki kwantowej. Diagram fig. 4 ilustruje jak elektron w fizyce kwantowej ma konkretny stan spinu w danej

50%

5G. )
SG,
S0% 1)

Rysunek 4: Sekwencyjny eksperyment Sterna-Gerlacha 1

osl.
Powtorzenie eksperymentu, lecz tym razem za drugim podej$ciem mierzenie wobec innej osi, daje nam zupelnie
inny wynik. [lustracja tego procesu znajduje sie w fig. 5. Stany spinéw w roéznych osiach sg niezalezne i nie wptywaja
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Rysunek 5: Sekwencyjny eksperyment Sterna-Gerlacha 2
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Rysunek 6: Sekwencyjny eksperyment Sterna-Gerlacha 3

na siebie, zatem pomiar w innej osi daje nam kolejny podzial na poét elektrondw.

Trzykrotne wykonanie eksperymentu SG daje nam najciekawszy wynik. Ilustracja tego procesu znajduje sie w
fig. 6. Pomiar spinu w osi Z, usunal nam informacje o spinie w osi X. Stan spinu w osi X stal sie¢ nieokreslony, az
do ostatniego pomiaru, ktéry dal nam znowu kolejny podzial elektronéw na poét.

Postawienie kolejnego urzadzenia SG, pod katem 6, obniza prawdopodobienistwo pomiaru spinu w osi X na

cos?(4).

7 Postulaty fizyki kwantowej

e Kazdy stan ukladu kwantowego jest opisany przez wektor w przestrzeni Hilberta. Iloczyn skalarny takich
wektorow (¢)[¢)) okresla amplitude przejscia z stanu |¢) do stanu |¢)').

Wielkoscig, ktora mozna mierzy¢é odpowiadaja operatory Hermitowskie - macierze Hermitowskie.

Mozliwymi wartosciami pomiaru sg wartosci wlasne operatora Hermitowskiego.

W wyniku pomiaru wartosci wlasnej operatora, ukltad przeskakuje do odpowiadajacego stanu wlasnego (wek-
tora wlasnego).

8 Stan czastki

Z powyzszych sekcji wiemy, ze czastka w mechanice kwantowej nie ma stricte okreslonej pozycji ani pedu. Wynika
to z zasady niepewnosci Heisenberga. W mechanice klasycznej czastki opisujemy para (x,p), czym opisujemy w
mechanice kwantowej? Mamy funkcje falowa 1(z), gdzie P(x) = |[¢(x)|? opisuje prawdopodobieristwo znalezienia
czastki w z. Nazywamy to postulatem Borna, oraz:

P(x) = [ (2)* = ¢ (2)(2)
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gdzie ©¥*(x) jest sprzezeniem zespolonym funkcji falowej ¢ (x).

Elektron w okolicy atomu 1 jest opisany przez funkcje falowa 1 (z). Prawdopodobieristwo tego, ze elektron jest
w miejscu z obok atomu 1 opisuje analogicznie Py (z) = |¢1(2)|?. Teraz wyobrazmy sobie, ze dodajemy drugi atom
2 i nie wiemy obok ktorego jest elektron. Na podstawie pomiar6w mozem okresli¢, czy pomiary odpowiadaja Py (),
czy Po(x) = [¢ha2()]?.

Co jesli elektron moze by¢ miedzy czastkami, czyli nie zaktadamy, ze nalezy do jednej czastki? Wtedy méwimy,
ze elektron jest w stanie 11 12(z) = ¥1(x) + Ya(x). P2 = [V142|%

8.1 Pomiar

Do momentu pomiaru, elektron w naszym przykladzie nie ma pozycji. Zalozenie, ze jest obok jednej czastki jest
jak zalozenie, ze czastka przeszta przez jeden otwdr w eksperymencie Younga. Prawdopodobieristwo w mechanice
klasycznej i kwantowej dziataja zupelnie inaczej. W mechanice klasycznej czastki maja okreslony zawczasu stan.
Pomiar, wykonany w danym czasie uzyska zawsze jeden wynik. Identyczny pomiar wykonany w mechanice kwantowej
moze uzyskaé¢ rézne odpowiedzi.

Mozna to sobie wyobrazi¢ w nastepujacy sposob. W mechanice klasycznej, prawdopodobienistwo P(x) jest ewa-
luowane a priori. Mechanika klasyczna jest deterministyczna i znajac (z,p) nie musze nawet robi¢ pomiarow. W
mechanice kwantowej P(x) jest ewaluowane w czasie rzeczywistym. Mechanika kwantowa nie jest deterministyczna.

8.2 Funkcja

P(x) = |[¢(x)]? musi byé¢ catkowalna po calej powierzchni. Prawdopodobienstwo musi byé skoriczone w koricu. Sa
od tej zasady wyjatki, szczegdlnie czastki, ktorych catka ro$nie wraz z rozmiarem wszech$wiata.
Dla czastki z okreslonym pedem p postulujemy, ze:

Yp(x) = Aexp [”’;f]

A to czynnik normalizujacy, wychodzacy z koniecznosci 1 = ffcoo |tz (2)|"dx. Dla nieskoniczonego wszech$wiata nie
ma to sensu, bo 1 = |A|? - co. Zatem zakladamy skoticzony wszechswiat o obwodzie L:

uple) = 7= p[i’ﬂ

7, zasady niepewnosci wiemy, ze skoro w stanie v, mamy okreslony ped, to nie mozemy okresli¢ z zadng doktad-
noscig pozycji czastki. Latwo to mozna udowodnié¢, albowiem:

Pla) = ylo)? = 7 exp| 2| T oxp |- 02| =

Prawdopodobienstwo jest jednostajne na catej powierzchi wrzech§wiata. Zasada niepewno$ci jest spetniona.

8.3 Warunek kwantyzacji

Poniewaz wszechswiat jest mniej wiecej kotem, to funkcja falowa moze byé¢ parametryzowana przez kat 6. W takiej
postaci:

$(6) = (6 + 2m)
Nazywamy to warunkiem jednej wartosci funkcji falowej.
Rozwazmy teraz ten warunek w 1),. Po nalozeniu warunku jednej wartosci falowej, otrzymujemy:
ipL

Up(x) = (@ + L) = by (x) exp {h]

Zatem exp [%} = 1. Z wlasnoéci exp mozna wyprowadzié, ze:

L
p—:27m

h
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W ten sposéb otrzymujemy warunek kwantyzacji:

__nh
pn—f
W(x) =Y Alp)wp(x)

8.4 (Obserwacje

Wyobrazmy sobie, ze mamy uktad, w ktérym mozemy powiedzieé, ze zachodzi superpozycja miedzy dwoma stanami.
Czyli; funkcja falowa ¢(x) uktadu jest suma dwoch funkeji falowych ¥ (x) i 99 (x), ktore odpowiadaja dwoém réznym
stanom uktadu.

() = A(p1)vp, (x) + A(p2) vy, (2)

W tym zapisie A(p) to state prawdopodobieristwa, ktore sa zwiagzane z prawdopodobieristwem znalezienia czastki
w stanie p. p; i p2 to dwa dozwolone stany pedu w tym przyktadzie.

Pomiar p w stanie t(z) moze da¢ wynik p; lub ps. Relatywne prawdopodobieristwo uzyskania p; jest rowne
|A(p1)|*>. W dt odcinku czasu po pomiarze, uktad jest w stanie 1, (x).

Fourier udowodnil, Ze nie istniejg inne funkcje falowe, ktére spelniaja warunek jednej wartosci, niz te, ktore sa
liniowa kombinacja 1, ().

U@) = Y Ay, (2), pa=
n

L
Alpn) = / by, (x)da

8.4.1 Przyklad

Niech A to zmienna losowa, 1 a;, to dozwolone wartosci. Niech 1), (z) opisuje stan ukladu, w ktorym A = a,.
Matematyka nam mowi, ze 1 (x) moze byé zapisana jako kombinacja liniowa funkcji v, , a fizyka kwantowa nam
mowi, ze P(A = a,) = |A(an) ]2

Mozemy zapisaé¢ ta kombinacje liniowa jako wektor w przestrzeni Hilberta, czyli:

) = Alan) o)
n
W tej notacji, |ay,) to wektor stanu, ktory odpowiada pomiarowi A = a,.

8.4.2 Algebra

Pomiar L, wyrazony macierza, moze przyja¢ wartosci zgodne z jego wartosciami wlasnymi. Z reguly, poprzez |L = X)
zapisuje sie wektor wlasny stanu (macierzy) L, odpowiadajacy wartosci wlasnej A.
Wartosé oczekiwana operatora O w stanie |L = \) jest rowna:

(0) ={L=AlO|L =)

ta zaleznoéé jest prawdziwa, nawet dla transformacji, np.: O = O’.
Jesli zatozymy, ze AO, jest okreslona przez odchylenie standardowe (o), to:

AO = /(0?) — (O)2

Prawdopodobienstwo wystapienia stanu (wektora) wtasnego |O = 1) operatora O w stanie |L = A), jest dane
wzorem:

P(|0 =) =[(0O=9|L=X)P

W stanie |¢) w bazie L, zmierzylismy L’ i uzyskaliémy wartosé \. Dla takiego pomiaru mozemy okresli¢ pod-
przestrzeri L, odpowiadajacy stanom, ktore mogly doprowadzi¢ do wyniku. Taka podprzestrzen okreslamy:

IT= Z IL = Xi) (L = A

AisAZ=A
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Projekcja |1) na IT daje nam stan po pomiarze [¢)').
[¥") =11 y)
P(L'=X) = (¥R)

8.5 Opis eksperymentu Sterna-Gerlacha algebraiczny

Zaloimy, e |1.) = ((1)) i) = ((1))

zazwyczaj definiujemy A, = %

<Tz|\|/z> =0

Operatory spinu musza speliaé relacje komutacyjne:
[Sz, Sy) =ihS., [Sy,S:] =1ihS;, [S.,S.] = ihS,

Powyzsze, pozwala nam okredli¢ S, a takze S, S,. Tak si¢ sktada, ze te macierze to macierze Pauliego; 0., oy,

O,.
(01 (0 —i (1 0
%=1 0) =i o) 27 \0o -1

9 Rownanie Schrodingera

0
ihi [¥) = H|0)

gdzie H to hamiltonian uktadu (dajacy energie ukladu), a 9(t) to stan w czasie.
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