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Kazali mi to zdawaé choé¢ algebre miatem, jakbym nie miat ciekawszych rzeczy do roboty i potrzebowal tej powtoérki.
Fun times.

1 Operacje

Kazda funkcje ktora ma dwa argumenty i zwraca jeden wynik mozna nazwac operacja. Teoretycznie zatem mozna
konwencjonalne operatory traktowaé jako funkcje. +(1,1) =2
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1.1 Dzialanie wewnetrzne i zewnetrzne

Dzialanie wewnetrzne w zbiorze A: x : A x A — A. Dzialanie zewnetrzne w zbiorze A: x: F x A — A

1.2 Witlasnosci operacji
Rozrézniamy kilka wlasnosci, ktére moga mieé operacje.
e Lacznosé - Ax (BxC)=(AxB)xC
o Przemienno$é - AxB=BxA
e Rozdzielno$é - Ax (B+C)=A*xB+ AxC
e Element neutralny - A« F = A

¢ Element odwrotny - Ax A" = F

2 Grupa

Grupa to zbiér G z dzialaniem wewnetrznym * jesli:
e x jest laczne
e x posiada element neutralny
e x posiada element odwrotny

Dodatkowo jesli * jest przemienne to mamy grupe abelowa.

2.1 Grupa Z,
Specyficzna grupa, ktora jest zbiorem liczb caltkowitych od 0 do n — 1 z dzialaniem + modulo n. Elementem
przeciwnym dla a jest n — a.
2.2 Grupa Z;
Z) ={a€Zy,: NWD(a,n) =1}

A dzialanie tej grupy to mnozenie modulo n. Element przeciwny oblicza sie algorytmem Euklidesa.

3 Podgrupa

Podgrupa to podzbior grupy z odpowiednio dostosowanym dzialaniem. Na przyktad podgrupa Zi5 jest ({0,4, 8}, +),
poniewaz nie ma pary elementéw z podzbioru, ktére po dodaniu datyby co$ spoza podzbioru.

3.1 Generowanie
Niech (G, ) bedzie grupa z elementem neutralnym E. Wtedy:

m
n

() ={g*g*--*xgneNU{E}U{g t*xg % ---xg:meN}

Jesli G = (g) dla pewnego g to G jest grupa cykliczna. Rzedem g jest |(g)]
W Z12 podgrupa generowana przez 4 jest {0,4,8}, a rz(4) = |(4)|. Z kolei (1) = Z;2 zatem WF jest grupa
cykliczna. Jezeli p jest liczba pierwsza to Z; jest grupa cykliczna.
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3.2 Przystawanie

Jesli dwa elementy a,b sg przystajace w Grupie G to a = b. Na przyktad 32 = 4 w Zr, poniewaz 32 mod 7 = 4.
Przystawanie ( mod n) implikuje:

e Ze a i b przy dzieleniu przez n maja te sama reszte
e n dzielia — b
e a =b+ nk dla pewnego k € Z
Ogodlnym rozwiazaniem kongruencji = a mod n jest:
x = a + nk dla pewnego k € Z

. V3, 37,
(92 =6 mod 15) =& (3=2 mod5) = 1=4 mod5

Dla z¥ mod z, gdzie t jest dtugoscia cyklu: Y mod z =y mod t. Na przyktad: 5222°%* mod 65 = 22°?* mod 65 =
2024 mod 7.

4 Funkcja Eulera

ZX|:n > 1

w(n):{l:nzl

Jesli p jest liczba pierwsza to (p*) = p* —p*~1 oraz (p) = p—1. Jesli NW D(m,n) = 1 to p(mn) = ¢(m)p(n).

5 Permutacje

(1 2 3 .. n—l)
m =
a1 as as an
an = ()
5.1 Rozklad na cykle
(a1 a2 a3z -+ an\ _
W_(ag as ag - a1>_(a1aa2,a3,...,an)

;[ a1 G2 bl b2 B .
T = (a2 a1 b a1> = (a1, a2) - (b1,b2)

5.2 Iloczyn transpozycji

(a1,az,as,...,a;) = (a1,a) - (a1, ak-1) - - - (a1,a3) - (a1, az)

5.3 Postaé macierzowa

0000
7r(1234)1100
2 2 43 0001
0010

5.4 Znak permutacji

Tlo$¢ czynnikéw w iloczynie transpozycji okresla parzystosé permutacji.

(="

gdzie n to ilo§¢ transpozycji
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6 Pierscien

Pierscien to uporzadkowana trojka R(A, +, ), gdzie A to zbior, a + i - to dziatania spelniajace nastepujace warunki:

(A, +) jest grupa abelowa
e + i- sy sy wewnetrzne dla A

Dla kazdego a,b,c € A zachodzi rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania: a - (b+c¢) = a-b+a - c oraz
(a+b)-c=a-c+b-c

Istnieje element neutralny mnozenia 1 € A:Va € A:a-1=1-a=a

6.1 Pierscien z jedynka

Pierscien z jedynka to pierScieri, w ktorym istnieje element neutralny mnozenia oraz A # ()

6.2 Pierscien przemienny

Pierécien przemienny to pierscien, w ktéorym mnozenie jest przemienne

7 Cialo

Cialo C(K,+, ) to pierscien przemienny z jedynka, oraz (K \ {0}, ) jest grupa. Innymi stowy: jest to niepusty zbior
K z dzialaniami + i -, ktére sa przemienne, laczne, posiadaja elementy neutralne i odwrotne, oraz istnieja takie
pary (a,b) dla ktorych:

a+b=0oraza-b=1

Przyktadami cial sa: Q, R, C.

8 Wielomiany

Moéwimy, ze liczba z jest pierwiastkiem n-tego stopnia liczby w jesli
2" =w
Kazdy wielomian f € C[z] stopnia n ma n pierwiastkow. Jesli f(z) = an2™ + ap_12" 1 + -+ + ag to

f@)=an(x—21)(x — 22) ... (x — 2)

8.1 Przyklad ciala wielomianowego

Zbior {0,1, 2,z + 1} z dodawaniem i mnozeniem modulo f(x) = 22 + x + 1 € Zy[x] jest ciatem.

+ 0 1 T r+1
0 0 1 T z+1
1 1 0 z+1 T
T x xr+1 0 1
z+1 | xz+1 T 1 0

Tabela 1: Dodawanie w wyzej zdefiniowanym ciele

Zbior Z,[x])/(f(x)) jest ciatem wtedy i tylko wtedy gdy f(x) jest nierozktadalny w Z,[z].

8.2 Rozkladalnosé a ciala

Dlaczego zbior {0, 1,2,z + 1} z dodawaniem i mnozeniem modulo f(z) = 2% + 1 € Zs[z] nie jest cialem? Poniewaz
2% + 1 jest rozktadalny w Zsa[z].

Moéwimy, ze wielomian f(z) jest rozkladalny w Z,[z] jesli gdy istnieja wielomiany g¢1,g2 € Z,[x] stopnia co
najmniej 1 takie, ze f(x) = g1(x)ga(x).

Dla kazdego n € N i kazdej liczby pierwszej p istnieje wielomian stopnia n w Zjy[x] ktory jest nierozkladalny.
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8.3 Ciala wielomianowe skonczone

Dla ciala Zs[z], mozemy wybra¢ dowolny nierozkladalny wielomian stopnia n i zdefiniowaé zbior Zs[z]/(f(x)). Zbiér
ten bedzie ciatem, poniewaz f(x) jest nierozkladalny. Co wiecej bedzie mial 2" elementow, poniewaz f(x) ma n
wspoOlezynnikow, a kazdy z nich moze przyjaé 2 wartosci. Zbior Zs[x]/(f(z)) nazywamy cialem wielomianowym
i oznaczamy Fon.

Na przyktad Fg = Zs[z]/(2® + 2 + 1), gdzie 22 + 2 + 1 jest nierozkladalny w Zs[x]. Fo to

8.4 Wspdlne miejsca zerowe wielomianéw jednej zmiennej

Majac wielomiany f ... fs € F[z] o wspolezynnikach z ciata F, chcemy znalezé V = {z € F: f1_ s(z) = 0}.
fla) =0z —alf(z)

Aby znalezé¢ V musimy obliczy¢ NWD(f1,..., fs).

8.5 Wielomiany wielu zmiennych

Flxy,...,T,] = zbior wielomianéw zmiennych z1,...,z,

fx1,. o xn) € Fleg, ..., xn] = Z iy, T i

Konstrukcje typu x’f ...xin mozna utozsami¢ z wektorami (i1, ...,i,), a te z kolei uporzadkowa¢. Na przyktad

mozna uzy¢ porzadku leksykograficznego gdzie i < j <> pierwszy niezerowy wspolczynnik j — a jest dodatni
Majac ustalony porzadek, mozna zdefiniowaé¢ dzielenie wielomianéw wielu zmiennych. Kazdy wielomian f €
Flx1,...x,] mozna przedstawi¢ w postaci:

f=aifi+ - +apfp+r
Na przyklad dla f(z,y) = 22y + zy® + y*

flay)=(@+y)(zy) + @ - +z+y+1

9 Rozszerzony algorytm Euklidesa

Dla a,b € Z wyznacza NWD(a,b) oraz x,y € Z : ax + by = NWD(a,b). Jest on zdefiniowany w nastepujacy
sposob:
(TQ, SOatO) = (Cl7 17 0)7 (Tl, 817t1) = (b7 0) 1)

i
: IJ(TmSi,ti)

(i1, Sig1stipr) = (Pie1, 8i—1,ti-1) — | -
Rownanie ax + by = ¢ ma rozwiazanie w Z tylko jesli NW D(a,b)|c. Na przyklad: dla 30,45 mamy:
1. (45,1, 0), (30,0, 1)
2. (45,1,0) -1 * (30,0, 1) = (15, 1, -1)
3. (30,0,1)-2%* (15,1, -1) = (0, -2, 3)
4. NWD(30,45) = 15
5. 15=—1%30+1%x45
Albo inaczej: 617" € Z139 =7
6171 € Z130 — 61z =1 mod 130 — 61z + 130y = 1
1. (130, 1, 0), (61, 0, 1)
2. (130, 1,0) -2 * (61,0, 1) = (8, 1, -2)
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61,0,1)-7%(8,1,-2) = (5, -7, 15)

= W

8,1,-2)-1%(5,-7,15) = (3, 8, -17)

(

(

(5, -7, 15) - 1 * (3, 8, -17) = (2, -15, 32)
(3,8,-17) - 1 * (2, -15, 32) = (1, 23, -49)
(

2,-15, 32) - 2 * (1, 23, -49) = (0, -61, 130)
NWD(61,130) = 1

© »® 3 o o

1= (—49) % 61 4+ 23 % 130

10 Problem logarytmu dyskretnego

Dane: a,c € Z,n € N. Cel: znalez¢ = € Z,, takie, ze a® = ¢ € Z,,. Alternatywnie mozna zdefiniowa¢ postaé ogolna,
gdzie mamy grupe G oraz |G| € P, i chcemy znalezé © € G : g* = h.

11 Test na pierwszos$¢ Fermata
Jedli p € P to Voez,\qoya? ' =1 € Zy.

1. Losujemy a € Z, \ {0}

2. Obliczamy a?~! mod p

3. Jesli a?~! # 1 to p nie jest liczbg pierwsza

Na przyktad: p =7, a = 2:
=20=64 mod7=1

Zatem 7 moze by¢ liczba pierwsza.
Albop=4,a=2:
=2=8 mod4=0

Zatem 4 nie jest liczba pierwsza.

12 Twierdzenie Eulera

Niech ZX = {a € Z,, : NWD(a,n) = 1}, ¢(n) = |ZX|. Dla kazdego a € Z*: a¥*™ = 1( mod n).
Jesli n = p"'ps? ... pp* jest rozkladem na czynniki pierwsze to:

le—l

13 Chinskie twierdzenie o resztach

Niech my,...my; € N beda parami wzglednie pierwsze (NWD = 1), oraz M = [[m. Wtedy dla dowolnych
ai,...ap € Z istnieje x < M takie, ze:
T =a; mod m;

Innymi stowy, uktad kongruencji, gdzie kolejne m; sa parami wzglednie pierwsze, ma dokladnie jedno rozwiazanie
w przedziale [0, M). Na przyktad:

=2 mod3
=3 mod4
=2 modbH

1. Rozwiazaniem ogélnym pierwszej kongruencji jest: 2 + 3t.
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2. 2+ 3t dla t = 3 rozwiazuje druga kongruencje: 2+ 3-3 =11 =3 mod 4.
3. Zatem dwie powyzsze kongruencje mozemy zapisa¢ jako z = 11 mod 3 -4 i jej rozwiazaniem jest 11 4 12¢.

4. Wracamy teraz do kroku 2, czyli znajdujemy rozwiazanie trzeciej kongruencji: 11 + 12t = 2 mod 5. t = 3
rozwiazuje te kongruencje.

Czyli x = 11 + 12 - 3 = 47 jest rozwiazaniem wszystkich trzech kongruencji.

14 Faktoryzacja wielomianu nad cialem skonczonym

Faktoryzacja danej liczby lub wielomianu to znalezienie takich czynnikéw, ze ich iloczyn daje te liczbe lub wielomian.

14.1 Distinct-degree factorization

Wielomian f(z) = ag + ajx! ... nazywamy unormowanym jesli a,, = 1. Wspotezynniki a,, nazywamy wiodacym.
Poniewaz dla kazdego a € F, \ {0} mamy a9~ wiec:

9 — 1 = H(x—a)

a€clF,

Dla kazdego d > 1, 27" —z € [F4[2] jest iloczynem wszystkich nierozkladalnych unormowanych wielomianow w F[z]
stopnia k|d.
Przyktad: Niech f(z) = 210 + 28 + 225 + 625 + 52% + 222 + 62 + 4 € Zs.

1. h’O:xafOZfaq:’?

2. hy =29 =279 = NWD(hy—hg, fo) = NWD(z" —x, fo) = Jf1=fo/gr = 28 +427 +25+32° +
5at + 62% + 2

3. hg =h{ =425 + 2* + 623 + 3,90 = NWD(hy — 2, f1) = fo = f1/g92 = x5 + 4a® + 623 + 522 + 2

4. hy =x,93 = Jfa=1

Zatem f(x) = g1 -g2- g3 = (22 + 3z + 2)(2? + 1)(2® + 42° + 623 + 522 + 2).

14.2 Algorytm Cantora i Zassenhausa

Algorytm Cantora i Zassenhausa jest algorytmem probabilistycznym, ktory stuzy do faktoryzacji wielomianéw nad
cialami skonczonymi. Dla wejsciowego wielomianu f zwraca zbior wielomianéw gi, go, . .., gr takich, ze

f(@) = g1(@)g2(x) - . - gi(2)
Algorytm ten dziata w nastepujacy sposob:
1. Losujemy a € F, i obliczamy g = NWD(f,z? — a).
2. Jesli g jest nierozkladalny to zwracamy g.

3. W przeciwnym razie dzielimy f przez g i powtarzamy krok 1.

15 Bazy Grobnera
Dla porzadku < na Z* oraz fi ... f, € F[zy,...x,] to:

<fla"'7fn> :{alf1+"'+anfn:ai EIF[SCl,--.,In]}

nazywamy idealem generowanym przez fi,..., f,. Skoficzony podzbiér ideatu, wzgledem porzadku < nazywamy
baza Grobnera, jesli:
(LT(9) : 9 € G) = (LT(f): f € 1)
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