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1 Ciag Funkcyjny

Ciag funkcyjny, to ciag funkcji f,,(x) okreslonych na pewnym zbiorze A. Przyktad:
T
falz) = n

1.1 Zbieznosé
Ciag funkcyjny moze na podzbiorze E C D moze by¢:

e zbiezny punktowo, czyli zbiezny dla kazdego x € F
Vier lm fu(x) = f(2)

VzGEvE>03an2N‘fn(x) - f(l’)‘ <e€

Lub; dla kazdego = € FE, dla kazdego marginesu, od pewnego punktu, odlegtos¢ miedzy f, i f w punkcie jest
mniejsza niz €. Poniewaz w definicji € zalezy od x, to f moze nie by¢ ciagta.

e zbiezny punktowo bezwglednie, to znaczy zbiezny punktowo dla |f, ()]

e zbiezny jednostajnie, to znaczy a, = sup,cp fn(x) jest zbiezny

lim sup [f,(z) — f(z)] =0

n—o0 zeE

Ve>0INVn>NYecE|f(2) — fu(z)] <€

Geometrycznie: w pasie o brzegach y = f(x) + € leza wszystkie krzywe y = f,(x). Zbieznosé jednostajna
implikuje punktowa, oraz wymaga cigglos¢ f. Granica ciaggu jednostajnie zbieznego jest ciggla.

e zbiezny jednostajnie bezwglednie, to znaczy a, = sup,cp |fn(z)| jest zbiezny

Przykladem ciagu funkcyjnego, ktory jest zbiezny to f,(x) = sin(nz) 7 kolei, na przyklad; ciag f, = 2™ w
przedziale 0 < x < 1 nie jest zbiezny jednostajnie dp (dowolnej) funkeji f, bo w poblizu punktu x — 1 krzywe y — 2"
nie leza dowolnie blisko prostej y — 0.

1.2 Szereg Funkcyjny

Niech f,(z) bedzie ciagiem funkeji okreslonych na zbiorze E. Jezeli dla kazdego x € E szereg liczbowy Y ;- o frn(2)
jest zbiezny, to funkcja f(xz) = Y., fn(x) jest suma szeregu funkcyjnego. Zbiezno$é ciagu a, jest warunkiem
koniecznym, ale nie wystarczajacym dla zbieznosci szeregu, lub inaczej, zbieznosé szeregu implikuje zbieznosé ciagu

an. W sprawdzaniu zbieznosci szeregu, bardzo przydaje sie wzor na sume szeregu geometrycznego, gdzie |q| < 1:
Jezeli ciag sum czesciowych S, (z) = Y.7_ fi(z) jest zbiezny jednostajnie, to méwimy, ze szereg tworzony przez
ten ciag jest zbiezny jednostajnie. Suma szeregu jednostajnie zbieznego jest ciagla.

1.3 Twierdzenie Arzeli-Ascoli’ego

Jezeli f,, jest ciagiem funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale zwartym, ktory jest wspolnie ograniczony i
jednakowo ciagly, to zawiera on podciag zbiezny jednostajnie.

1.4 Ciaglosé granicy

Jezeli ciag fn(x) jest jednostajnie zbiezny w A i funkcje f,,(z) sa funkcjami ciagtymi w punkcie zy € A, to funkcja
graniczna f(x) = lim, . frn(2) jest ciaglta w punkcie xg.
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1.5 Ciaglosé a calka
Jesli f, jest ciggiem funkcji ciaglych, to:

e Dla zbieznego jednostajnie ciaglego ciagu fy,(x):

/ f(x)dr = lim [ f,(x)dx
E

n—oo E

e Dla zbieznego jednostajnie ciaglego > 7 fn(2):

fu(@yde = 1 [ S ful@)d
/Ez_;l 2)de Hm/E;MI

1.6 Kryteria zbieznoS$ci
1.6.1 Kryterium poréwnawcze Weierstrassa
Jesli szereg liczbowy utworzony z ciagu a, o wyrazach nieujemnych jest zbiezny oraz dla kazdego x € E zachodzi

nieréownosé |f,,(z)| < an, to szereg funkeyjny > 7, f,, jest bezwglednie jednostajnie zbiezny na E.

1.6.2 Kryterium Dirichleta

o0

n_1 Gnby jest zbiezny.

Jezeli b, — 01 jesli sumy czesciowe > 7, a,, sa ograniczone, to >

1.6.3 Kryterium Abela

Niech a,,(z) oraz b,(z) beda ciagami funkcyjnymi okreslonymi w zbiorze A. Jesli ciag a, jest monotoniczny dla
kazdego z, oraz jest ciggiem wspolnie ograniczonym oraz szereg > .-, b,(x) jest jednostajnie zbiezny w A. Wtedy
Yoo | anby, jest jednoznacznie zbiezny w A.

2 Szeregi potegowe
S(x) = Z an(z — )"
n=0

2.1 Twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda

Dla szeregu potegowego > -~ a,(z — 29)", niech A = limsup,,_,,, {/|a,|. Wtedy promieniem zbieznosci szeregu
potegowego jest R = % Za wyjatkiem A = 0, gdzie R = oo, oraz A = oo, gdzie R = 0. Szereg jest zbiezny dla
|z — 20| < R irozbiezny dla |z — zg| > R. Zbieznosé w punkcie z = zy zalezy od ciagu ay,.

A= lim 19211
w00 Jan|

2.2 Wzér Eulera
e = cosz +isinz

Mozemy tez ten wzér dalej rozwijaé¢, wiedzac, ze:

el +e—ix
COST =
2
) T e—ia:
ST = -
24
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2.3 Szeregi Taylora

3 Przestrzenie metryczne

Jezeli na zbiorze X okreslono funkcje d : X x X — R, ktora spelnia nastepujace warunki:
1. d(z,z) =0
2. d(z,y) = d(y,x)
3. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

to (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna.

3.1 Zbiezno$¢ w przestrzeni metrycznej

Mowimy, ze ciag x,, jest zbiezny do x w przestrzeni metrycznej (X, d), jesli lim,—, o d(2,,x) = 0.

3.2 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Mowimy, ze funkecja f : X — X jest kontrakcja, jesli istnieje taka liczba L € (0, 1), ze dla kazdego x,y € X zachodzi
d(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

Jesli X to przestrzen metryczna, a f jest kontrakcja ze stata L € (0,1), to f ma punkt staly zo w X. z¢ jest
granica ciagu 1 € X, 11 = f(x,). Co wiecej:

n—1

Ld(fﬂg,xl)

d(xpn,x0) < ]

4 Szeregi Fouriera

Jezeli szereg trygonometryczny

oo
% + Z(an cos nx + by, sinnx)

n=1

jest zbiezny jednostajnie do funkeji f na przedziale [—m, 7], to

1 s
ap = — f(z)dx
T J_n
1 v
ap = — f(z) cosnx dx
L
1 [™ .
b, = — f(z)sinnz dx
™ —T

Jesli f jest parzysta, to b, = 0, w przeciwnym wypadku a,, = 0.
Alternatywnie, mozemy uzy¢ postaci zespolonej:

oo
E Cne'LTLfL‘

n=—oo
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gdzie:
ag
co=—
07
% jeslin >0
C = .
T Endten Gedlin <0

4.1 Funkcja kawaltkami gladka

Moéwimy, ze funkcja f ma nieciagglos¢ skokowa w punkcie xg, gdy istnieja granice jednostronne:

flxo+) = lim f(@), f(zo—) = lim f(z)

I*}IO I*)IO

Oraz f(zo+) # f(zo—).

Mowimy, ze funkcja f jest kawatkami gladka, jesli w dowolnym przedziale [a, b] jest ciagta poza skoriczona liczba
punktow przedzialu (a,b), jej punkty nieciagtosci sa punktami skokowymi, a pochodna funkcji jest ciagla poza
skoriczong liczbg punktow przedziatu (a,b).

4.2 Zbieznosé szeregéw Fouriera
Jezeli funkcja 2w okresowa f jest kawaltkami gltadka na R, to jej szereg Fouriera jest zbiezny dla dowolnego x € R
do wartosci:
fla—) + fla+)
2

Naturalnie, to oznacza, ze jesli f jest ciagla w x, to szereg Fouriera jest zbiezny do wartosci f(x).

5 Funkcje wielu zmiennych

Funkcje f : R® — R™ sg funkcjami wielu zmiennych. Z reguly tutaj bedziemy rozwazaé¢ funkcjami dla m = 11
n = 2, lecz czasami potworki sie zdarzaja.

5.1 Granica

Dla A C R", oraz x,, € A ilim,_, o x, = g, méwimy, ze f : A — R ma granice w x¢ réwng g;

lim f(z) =g

T—T0o

gdy dla kazdego ciagu z,, € A, zachodzi:
T, " o = fxyn) "2y

Lub; funkcja ma granice w punkcie x¢ réwna g, gdy jej wartosci dla punktéow zblizajacych sie do zy zbiegaja do g.

W tym zagadnieniu szczegoélnie istotne sa niektére triki stosowane w dowodach. Funkcja f ograniczona przez
funkcje g (f(z) < g(z) dla x € A), co implikuje, ze limy,_,,, f(z) < limg_,,, g(x). Rowniez, bardzo tatwo udowodnié
brak istnienia granicy, chociazby poprzez kontrprzyktad. Wystarczy znalezé dwa ciagi o réznej wartosci granicznej
I (%, 0)1i (%, %) to bezpieczne przyklady. Warto tez wspomnieé¢, o uproszczeniu przez ograniczenie, gdzie dla funkeji
wielu zmiennych f(z,y), definiujemy w,, = max{x,,y,}, upraszczamy wzor funkcji i w szczegolnych przypadkach
pozwala nam to na uproszczenie dowodu.

5.2 Ciaglosé

Funkcja f: R™ — R jest ciagla w punkcie xg, jesli:

lim f(z) = f(zo)

T—xTo
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5.3 Pochodna czastkowa

0 R ) h7..., n) — yeeeyLjyeney Ty
f(xl,...,ﬂcn):hm f@y,. ot ) = f(@ x Tn)
ox; h—0
ax] 8:6] 17 M) n - ax? 17 et n
Z tw. Schwarz’a mamy, ze jesli drugie pochodne czastkowe sa ciagle w okolicy zq, to w tej okolicy mamy:
o*f *f
8xi3xj (560) o axjé)xl (xO)

Zatem jesli masz mila funkcje, to mozesz w dowolnej kolejnosci réznicowac.

5.4 Gradient

0 0
Vi@, ...,zn) = <8i(:p1,...,xn),...,8;;(361,...7;571))

5.5 Pochodna

U C R™. Méwimy, ze funkcja f : U — R jest rozniczkowalna w punkcie xg, jesli istnieje przeksztalcenie liniowe
A:R"™ — R, takie, ze:

F@r+ R, @n+ ) — (@1, @) — AR, . ha)

lim =0
(B1yeeeshin)—=(0,...,0) [[(hyy. .y hn)l|
A(hy, ..., hy) nazywamy f'(z1,...,2,), a||(h1,...,hy)|| to dtugosé¢ wektora \/h3 + --- + h2.

Jesli f ma pochodna w punkcie xg to:

"0
f’(a:l,...,xn)(hl,...,hn): a—f(ml,...,:cn)hi

=1 O

Dla wiekszej ilosci wymiarow; f : U — R™:

||f(l’1 +h15"'axn+h7l) 7f(x15"'axn) 7f/(h’177h’n)|| -0

(h1seeshin)—=(0,...,0) [|(h1,. .. o)l
=01 )

5.6 Macierz Jacobiego

Jezeli funkcja f : U — R™ ma pochodng w punkcie g, to f’ jest odwzorowaniem liniowym. Jego macierz nazywamy
macierza Jacobiego. Jakobian to wyznacznik tej macierzy.

5.7 Ekstrema lokalne

Warunkiem koniecznym tego, ze punkt xg jest ekstremum lokalnym, jest speinienie warunku:

Vf(xzo) =(0,...,0)

Jednak nalezy tez sprawdzi¢, czy rzeczywiscie ten punkt jest ekstremum lokalnym. Punkt jest ekstremum lokalnym,
jesli w otoczeniu U punktu zachodzi:
Vuev f(u) < f(zo)
Jesli nier6wnosé jest ostra to moéowimy, ze jest to ekstrmum $ciste.
Warunkiem dostatecznym tego, ze punkt (zg,yo) jest ekstremum lokalnym, jest spelnienie warunku:

o) L
V(@0 30) = (0, . 0) A H(o,yo) = | %52 00 a0 w0)]

o
Bygm (Jfo,yo) an:(ﬂfoayO)

Jesli ktorakolwiek pochodna czastkowa drugiego rzedu jest ujemna to punkt jest minimum lokalne. W p.p. jest to
maksimum lokalne. Jezeli H(zg,y0) < 0 to ekstremum nie ma, a jesli H(xg,yo) = 0 to nie wiadomo.
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5.8 Calki

Jesli f(x,y) jest funkcja ciagla na prostokacie R = [a,b] x [c,d], to calke podwojna mozna obliczyé przez catki

iterowane: , .
//Rf(x,y)dxdy:/a </ f(w)dy) dz

nazywamy to twierdzeniem Fubiniego.

5.8.1 Calka przez rozszerzenie funkcji

Jesli f jest zdefiniowane na D C R?, to mozna calkowaé po rozszerzeniu f* funkcji f.

(o) = {f(ay) jesli () € D

0 w przeciwnym wypadku

//Df(:awdxdy://Rf*(wdxdy

Obszar normalny wzgledem osi  to zbiér punktéow (z,y), dla ktorych:

5.8.2 Zbiér normalny

Obszar normalny wzgledem osi y to zbior punktow (z,y), dla ktorych:

c<y<d
hy) <z < k(y)
5.8.3 Calka po zbiorze normalnym

D={(z,y):a<x<b flz) <y<g(x)}
gdzie f,g : [a,b] — R sa ciaglte. Dla dowolnej h : D — R:

//D hz,y)dxdy = /ab (/fj::) h(z,y) dy) dx

5.8.4 Obszary regularne

Suma skoniczonej ilogci zbioré6w normalnych, parami roztacznych, jest obszarem regularnym. Dla zbioru regularnego
D:Dl UDQUDn
// fla,y) daedy = Z/ f(a,y) da dy
D i=17 " Di

5.8.5 Wspoblrzedne biegunowe

D ={(rcosa,rsina):rm <r<ry0<a; <a<ay <271}

// f(:r,y)d:vdy:// f(rcosa,rsina) rdrda
D [7‘1,7‘2]><[Ot1,0¢2]
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