Algebra liniowa z zastosowaniami 2.
Podstawy obliczeri kwantowych TCA166 25 maja 2026

1 Przestrzen wektorowa

Przestrzen wektorowa V nad cialem K to:

e (V,+) - grupa abelowa, 4+ - dodawanie wektorow

(K,®,®) - cialo, @ - dodawanie skalaréw, ® - mnozenie skalaréw
e - : K xV — V - mnozenie wektoréow

e a-(v1+v)=a-v1+a-vy

e (1P ag)-v=0a1-v+az-v

e a1 (ay-v)= (a1 ®ag) v

e l.v=vw

Intuicyjnie, jest to cialo skalaréw i grupa wektoréw z dodatkowym dziataniem. Przestrzenia wektorowa moze
by¢ wiele rzeczy. Od wielowymiarowych cial R", poprzez bajty (F$), az po funkcje w ramach szeregéw Fourier’a.

1.1 Powloka liniowa

Dla S = {v1,va,...,0,}, czyli zbioru wektoréw z V nad K, zbior wszystkich kombinacji liniowych:
span(S) = {a1v1 + ague + - - + apuy|ar, ag, ..., a € K}

nazywamy powloka zbioru S. Intuicyjnie, jest to zbior skalar6w odpowiadajacych pewnym wektorom z V. Mnozymy
skalary z wektorami i dostajemy nowy wektor, powstaly z kombinacji liniowej. Wszystkie takie wektory tworza
powloke liniows.

Inaczej, powtoka liniowa to najmniejsza podprzestrzen V', zawierajaca wszystkie wektory z S. Mowimy, ze
wektory z S rozpinaja podprzestrzen V, rownowazna span(S).

1.2 Liniowa niezaleznosé

Podzbior S z V nad K jest liniowo niezalezny, jesli dla dowolnego podzbioru S' C S = {vy,vs,...,v,} i dowolnych
ay,as € K:
o +agvg + o+ oy, =02 a1 =ar=--=a, =0

Intuicyjnie, jesli nie da sie wyrazi¢ dowolnego wektora z S jako kombinacji liniowej innych wektoréw z S, to .S
jest liniowo niezalezny. Jesli da sie wyrazi¢ dowolny wektor z S przy pomocy innych wektoréw z S, to da sie tez
zsumowaé dowolnie te wektory do zera, tak, ze skalary nie sa rowne zero.

1.3 Baza

Baza B przestrzeni V, to liniowo niezalezny B C V', ktéry rozpina przestrzen V.

Inaczej, jest to zbiér wektoréw liniowo niezaleznych, czyli takich ktérych nie da sie wyrazié przy pomocy siebie,
przy pomocy ktoérych mozna wyrazié¢ dowolny wektor z V' jako kombinacje liniowa. Mozna o bazie mysleé jako o
zbiorze elementarnych wartosci, blokéw budulcowych.

1.4 Przeksztalcenia liniowe

Niech U i V' beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Funkcje T : U — V nazywamy przeksztatceniem liniowym,
jesli dla dowolnych ay,as € K i dowolnych uq,us € U:

T(a1u1 + 0&2U2) = alT(ul) + OéQT(UQ)
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1.5 Zmiana bazy

Dla przestrzeni U z baza S = {v1,v2,...,0,}, oraz V z baza S’ = {wy,ws,...,w,}, macierza przeksztalcenia
liniowego T : U — V nazywamy M5 = [m;;] € K™*".

m

T(Uj) = Z mi;w;
=1

Intuicyjnie, w j-tej kolumnie macierzy Mg/ stoja wspolrzedne wektora v; w bazie S’.
Wspolrzedne wektora v € V w bazie S’ to (v)g = M5 (v)g, dla danych koordynatow w bazie S (v)sg.
Macierza przejscia dla przestrzeni V' z baza S i U z baza S’, oraz macierza przeksztalcenia M SS/ jest macierz
M5 (Ids), Idy : V — V.

1.6 Wlasnosci

Sladem macierzy A nazywamy tr A; gdzie:
n
trA= Z Qi
i=1

Jadrem nazywamy zbior wektorow (punktow), ktore sa przeksztalcane w zero.
kerT={veV:T(v)=0}

Dla T : V — W, obrazem jest podzbior przestrzeni W, skladajacy sie z wektoréow, ktére mozna otrzymaé z
Tw):vevV.
ImT =TV)={weW:3evT(v) =w}

Intuicyjnie, obrazem jest kontrdziedzina przeksztalcenia; wszystkie wartosci co moze nam zwréocié. Aby znalezé
obraz macierzy, zawsze mozna sprawdzié, czy jej wektory kolumnowe nie sg liniowo niezalezne, jedli sa, to tworza
one baze obrazu, i obrazem jest dowolna ich kombinacja liniowa.

dimV =dimKerT + dimImT

2  Wektory wlasne
Dla przestrzeni V nad cialem K, z przeksztalceniem T : V — V|, jedli dla niezerowego v € V spelnione jest:
Tv=M\v

gdzie A € K, to v nazywamy wektorem wtlasnym dla opdowiadajacej wartosci wlasnej A. Tu sie przydaje notacja
Diraca; vy = |A). Intuicyjnie, wektor wlasny operatora (macierzy), po wrzuceniu do operatora moze zwrocié¢ tylko
przeskalowany ten sam wektor. Odwrocenie macierzy nieosobliwej, odwraca tez jej wartosci wlasne.

[N =det A
i
7 powyzszego mozna wyprowadzi¢ wzor na wartosci wlasne; oraz zdefiniowa¢ wielomian charakterystyczny:
det(A— M) =0=pr(A)
(T —=X)vy=0

Wektor |m) nazywamy uogolnionym wektorem wlasnym rzedu m macierzy A dla wartosci wlasnej A jesli (A —
A)™ |m) = 0, oraz (A — XI)™~t|m) # 0.
[n—1) = (A — XI) |n)
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2.1 Wlasnoéci
Wartosci wlasne macierzy:
e rzeczywistych symetrycznych sa rzeczywiste
e hermitowskich tez sa rzeczywiste
e antysymetrycznych i antyhermitowskich sa czysto urojone
e unitarnych sa zespolone i |\| =1

Wektory wlasne macierzy normalnych sa ortogonalne, lub ortonormalne, wiec mozna z nich zbudowaé¢ baze.
To oznacza, ze mozna je zawsze diagonalizowac¢, i diagonalizacja jest wyrazeniem tych macierzy w bazie swoich
wektorow wtasnych.

Zbior wszystkich wartosci wlasnych A nazywamy jej widmem (spektrum) i oznaczamy o(A).

2.2 Twierdzenie Gerszgorina
Kazda z wartosci wlasnych macierzy kwadratowej zespolonej wewnatrz lub na okregu jedno z kot w srodku w a;; o
promieniu:
Ri=Y |ay
J#i
2.3 Wielomian charakterystyczny
Dla wielomianu charakterystycznego:
pa(t) = (t— ) (t = X)*2 . (t = An)Fm
liczbe k; : i < m nazywamy krotnoscia wartosci wlasnej A;. Jesli da sie zapisa¢ pa(t) = c,t" + ... co, to:

en=1trA=—c,_1,det A= (-1)"¢o

2.3.1 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona
Kazda macierz kwadratowa nad R lub C jest pierwiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego.
pA(A) =0
Dla pa(t) =t — 5A — 21, mozemy bardzo tatwo okregli¢ wysokie potegi A lub jej odwrotnosé:
pa(A) =A% —5A4 -2 =0= A> =5A+ 1= A* = (A +1)?

A—51
2

pa(A)=0= A?24A71 -5 2471 =0= A" =

2.3.2 Wielomian Minimalny

Wielomian minimalny to wielomian p 4 (t), ktory spelnia warunek p4(A) = 0, oraz ktérego wspo6tezynnik przy najniz-
szej potedze wynosi 1. Kazda macierz ma wielomian minimalny stopnia rownego wielomianowi charakterystycznemu.
Macierz A jest diagonalizowalna tylko wtedy, gdy g4 ma pierwiastki jednorodne. Dzielnikami elementarnymi f;(A)™:
macierzy A nazywamy potegi nierozkladalnych wielomianéw pojawiajace sie w rozkladzie wielomianu minimalnego
na czynniki.

qa(A) = fr(N)™ f2(0)™ ... fie(A)™*

2.4 Macierze podobne
Macierze kwadratowe A i B nazywamy podobnymi A ~ B, jesli istnieje P, takie, ze:
PAP™'=B

Intuicyjnie, macierze sa podobne jesli da sie je sprowadzi¢ do siebie przez jedna macierz. Jesli A ~ B to pa(t) =
PB (t)
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2.5 Diagonalizacja
Macierz mozna zdiagonalizowaé tylko jesli:
e Jej wielomian charakterystyczny rozklada sie na iloczyn czynnikéw liniowych

e Krotno$é¢ geometryczna kazdej wartosci wlasnej odpowiada jej krotnosci algebraicznej

2.5.1 Komutacja

Macierze mozna jednoczesnie diagonalizowaé, tylko jesli ze soba komutuja: AB = BA, [A, B] = 0. Jednoczesna
diagonalizacja oznacza istnienie jednej bazy ortonormalnej, w ktorej obie macierze przyjmuja posta¢ diagonalna.
Wektory tej bazy sa wiec wektorami wlasnymi zaréwno A, jak i B.

Zatem, jesli mamy dwie komutujace macierze [A, B] = 0, to wiemy, ze istnieje macierz S, ktora:

STLAS = diag(M\1(A),...) ST'BS = diag(\(B),...)

Wiemy tez, ze B i A maja zbior wspolnych wektoréw wlasnych, oraz, ze S to zestawienie kolumnowe tych wtasnie
wspolnych wektoréw wlasnych.

2.5.2 Funkcje macierzowe
Jezeli funkcja ma rozwiniecie w szereg, jak np.: e”, to mozna zalozy¢, ze:
et = diag(e?,...)

sin A = diag(sin Ay, ...)

3 Klatka Jordana

Macierz rozmiaru k x k, postaci:

o >
> =
—_
o

T =1 N

00 0 0 X
nazywamy klatka Jordana. Kazda macierz kwadratowa A o elementach z C jest podobna do macierzy klatkowo-
diagonalnej. Macierz klatkowo diagonalna mozna zdefiniowaé jako macierz diagonalna, z kolejnymi Ji,...Jx na

diagonali.
Forma Jordana to macierz z kolejnymi klatkami Jordana na diagonali.

J=J1DJy... Iy

4 Przestrzenie Hilberta
Nie wiem kim byt ten Hilbert, ze potrzebowal tyle przestrzeni, ale na pewno byt wielkim cztowiekiem.

4.1 Tloczyn skalarny

Dla przestrzeni wektorowej V nad cialem K, iloczynem skalarnym nazywamy odwzorowanie (-|-) : V x V — K|
spetiajace warunki:

L. (z]y) = (ylz)

2. (zlay + Bz) = a(zly) + B (z|z)
3. (zly)=0—=2=0

4. (zly) >
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4.1.1 Iloczyn zewnetrzny

Tloczynem zewnetrznym ® : V x W — L(V, W) nazywamy odwzorowanie liniowe V' — W, zadane przez (v@w)(z) =
(v|x) w

4.2 Przestrzen dualna

Dla przestrzeni wektorowej V' nad cialem K, zbiér wszystkich odwzorowan liniowych T : V — K, zwanych funk-
cjonatami liniowymi, nazywamy przestrzenia dualna V' i oznaczamy V*.
Bardzo prostym funkcjonalem liniowym jest, na przyktad:

f2(z) = (z]z)
Jedli zdefiniujemy odwzorowanie i : V' — V* i(2) = f,, czyli takie zwracajace dla kazdego wektora x, funkcjonal
liniowy zwracajacy warto$¢ iloczynu skalarnego z danym wektorem, to mozemy powiedzieé, ze i(z) jest izomorfi-
Zmenl.

4.3 Normy

Dla przestrzeni wektorowej V nad cialem K, odwzorowanie || - || : V — [0,00), nazywamy norma, jesli spelnia
nastepujace warunki:

1 ||z]|=0<2=0
2. o] = [e |||
3. [z +yll <] + [lyll

Normy tez spelniaja druga nieréwnosé trojkata:
l] =Myl < [lz = yl|

4.3.1 Norma indukowana

Jezeli V' jest przestrzenia wektorows z iloczynem skalarnym (-|-) to:
lz]| = v/ {zlz)

jest norma indukowanga przez iloczyn skalarny.
Normy indukowane spetniaja regute réwnolegtoboku:

2|2l + 2llyl* = llz + yll* + ||z - »lI*

4.3.2 Nieréwnos$é Cauchy’ego-Schwarza

| ly) | < [yl
Katem 6 pomiedzy z i y nazywamy:
(zy) = llz[[lyl| cos

Jesli | (z|y) | = 0, to moéwimy, ze = 1 y sa ortogonalne.

4.4 Przeksztalcenie unitarne

Przeksztalcenie liniowe U : V' — W, przestrzeni wektorowych V' i W nad ciatem K, nazywamy unitarnym (ortogo-
nalnym), jesli dla dowolnych z,y € V zachodzi (Uz|Uy)y, = (x|y),,. Macierz przeksztalcenia U jest unitarna.
Przeksztalcenia unitarne i ortogonalne zachowuja katy miedzy wektorami. Klasycznym, zatem przeksztatceniem
jest ortogonalnym jest macierz obrotu.
Jesli ||Tv|lw = ||v]|V, to T nazywamy izometria. Przeksztalcenia unitarne i ortogonalne sg izometriami.
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4.5 Metryka

Dla przestrzeni wektorowej V', metryka nazywamy funkcje d : V' x V — [0, 00), spelniajaca warunki:
1. d(a,b) =0 a=10
2. d(a,b) = d(b,a)
3. d(a,b) <d(a,c) +d(b,c)

Metryke zadang przez d(zx,y) = ||z — y|| nazywamy metryks indukowana przez norme.

4.6 Przestrzen zupeilna

Niech a; bedzie ciagiem elementéw przestrzeni metrycznej (X, d). Mowimy, ze ten ciag jest ciagiem Cauchy’ego,
jesli:
Ve>0ElNeNvm,n>Nd(ama an) <€

lub, dla kazdego epsilona, istnieje takie N, po ktorym wszystkie elementy sa blizej do siebie nawzajem niz ten
epsilon.

Przestrzen wektorowa z metryka nazywamy przestrzenia zupelna, jesli kazdy zdefiniowany w niej ciag Cauchy’ego
ma granice nalezaca do tej przestrzeni.

Dwie normy || - ||a i || - ||z zdefiniowane na przestrzeni V nazywamy réwnowaznymi, jesli istnieja takie stale
¢, C > 0, ze dla kazdego v € V||v||a < ||v||p < C||v]|a
4.7 Definicja

Przestrzeri wektorowa nad cialem liczb rzeczwistych lub zespolonych z iloczynem skalarnym indukujacym metryke
zupelng nazywamy przestrzenia Hilberta.
4.8 Macierze gestosci
Macierza gestosci (operatorem stanu) nazywamy operator p spelniajacy:
L p=pf
2.p>0
3. trp=1

Stan mieszany to wypukta kombinacja stanéw czystych:
p=>_ pilti)uil
i

gdzie, oczwywiscie, z definicji fizycznej; p; > 01 ), p; = 1.
Stan jest czysty wtedy i tylko wtedy gdy:
tr(p2) =1

Dla stanéw mieszanych tr (pz) <1

Pomiar rzutowy opisuje zbior ortogonalnych projektorow {P; : P; = |i)i|}, spelniajacych relacje zupelnosei:
>, P = I. Prawdopodobietistwo uzyskania wyniku 4, p(i) = (¢| P; [¢) = | (i|¢) |*.

Wartos¢ srednia obserwabli A w stanie p obliczamy jako:

(4) = tr(pA)

4.8.1 Sfera Blocha

Dowolna macierz gestosci kubitu mozna zapisa¢ jako:
1 1 .
p= §(I+xom+yay+zoz) = 5(1—5—7“-(7)

7 nazywamy wektorem Blocha, a ¢ to macierze Pauliego.
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5 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Dany jest niezalezny zbior wektorow {vi,va,...,v,}. Ta procedura pozwala zmieni¢ go w zbior wektoré6w parami
ortogonalnych.

1. U1 = U1

_ k=1 (ujlvg)
20wk = O = D5 () W

3. Wektory {uy} sa ortogonalne, aby stworzy¢ z nich baze, trzeba je znormalizowaé ej, = m

6 Rozklad QR

(men

Dla macierzy A € jej rozktad QR to faktoryzacja:

A=QR
gdzie Q € C™*" jest macierza z ortonormalnymi kolumnami, a R € C"*"™ jest macierza gornotrojkatng. Jezeli A
jest kwadratowa to @ jest unitarna.

6.1 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Niech A = [a1,aq,...,ay], gdzie a; to kolejne kolumny. Wtedy:

ur=ai, 9= Tl ]

uz=az—(q1|az)qu, 4= ooy
uz=a3—(q1|az)q1—(q2|as)qz, ‘I3:H%§H
Un=an =313 (@ilan)qi,  qn=aly

Q: [qh(JQa"'vqn]v aR:QTA

6.2 Wyznaczanie wartosci wlasnych
A= R
A = QrRi, Agt1 = RipQk

Ay zbiega do macierzy gornotrojkatnej, ktorej elementy diagonalne to wartosci wlasne macierzy A.

7 Normy macierzowe

[ Al

[]]

Norme operatorows || - || nazywamy norme macierzowa indukowang przez norme wektorowa ||A|| = max,o
max||z||=1 HACCH

Norma macierzowa jest niezdegenerowana, jesli ||A|| = 0 + A = 0. Norma jest dodatnio jednorodna, jesli:
Al = [l - []All

7.1 Wtlasnosci

e Norme macierzows || - || nazywamy semimultiplykatywna jesli dla wszystkich macierzy kwadratowych A i B
mamy [|AB|| < [|Al[[|B]].

e Kazda semimultiplikatywna norma macierzowa || - || jest zgodna z pewna norma wektorows || - ||w, czyli

| Az|lw < [[A]l[l][w

7.2 Wskaznik uwarunkowania macierzy
K(A) = ||A]] - []A7Y]

Mozna interpretowaé¢ k(A) jako miare wrazliwosci rozwiazania uktadu Az = b na zaburzenia w A i b.
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8 Iloczyn Tensorowy

Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi o bazach: {le1),|ea),...,|en)}, oraz {|f1),]f2),--,|fm)}. Ich
iloczyn tensorowy V @ W jest przestrzenia o bazie:

{le) @[f;) :1<i<n,1<j<m}
Czasami stosuje sie skrocong notacje:
lei) @ 1f5) = lei) lej) = leif;)
8.1 Stany splatane

Uktad kwantowy, opisany przez stan |1)) € Ha ® Hp jest splatany, jesli nie da sie go zapisa¢ w postaci iloczynu
tensorowego:

|¥) # |ha) ® ¢B)

Stany, ktére mozna zapisaé¢ w tej postaci, nazywamy separowalnymi lub produktowymi.

8.2 Iloczyn Kroneckera

Dla macierzy A € C"™*™ oraz B € CP*7 iloczyn Kroneckera A® B jest macierza o wymiarach mp x nq, zdefiniowang
jako:

anB  ai2B -+ a1, B

CL21B CLQQB s agnB
AR B = .

amlB arnQB e am,nB

8.3 Wysladowywanie poduktadu
Dla stanu gestosci pap ukladu ztozonego A ® B, partial trace wzgledem poduktadu B definiujemy jako:

pa=Trp(pap) = Z(HA ® (j])pas(la @ |5))

8.4 Miary splatania
Miare splatania uktadu AB zwana entropia (von Neumanna) splatania liczymy jako:

S(pa) = —tr(palogpa)

9 Forma Kwadratowa
Forma kwadratowa ¢ na przestrzeni wektorowej V' nad cialem K to funkcja
q:V—->K
dla ktorej istnieje symetryczna forma dwuliniowa B : V x V' — K spelniajaca:
q(v) = B(v,v):v eV

q(v+w) — q(v) — q(w)
2

Macierza formy kwadratowej ¢ nazywamy taka macierz, ze q(x) = 7 Ax. A zawsze mozna dobraé, tak, aby byla
symetryczna, albowiem:

B(v,w) =

_A+AT+A—AT
2 2

T(A*AT)TQ:)T _ _xTA*AT
2

A
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9.1 Okreslonosé

Forma kwadratowa dana wzorem
q(z) = 2T Az

gdzie A jest symetryczna n X n, jest:
e dodatnio okreslona gdy g(z) >0:z #0

e ujemnie okreslona gdy ¢q(z) < 0: 2z #0

nieokreslona gdy ¢(z) > 0 A q(y) <0

e dodatnio polokreslona gdy ¢(z) > 0

e ujemnie polokreslona gdy ¢(x) <0

Alternatywnie, mozna rozwazaé okreslonosé zaleznie od wartosci wtasnych A:
e dodatnio okreslona jesli A; > 0

e ujemnie okreslona jesli \; < 0

e nieokreslona jesli sgn(\;) # sgn(A;)

e potokreslona jesli A; > 0 1lub A; <0

Na podstawie kryterium Sylvestera:

e ¢ jest dodatnio okreslona jesli wszystkie gtowne minory A sa dodatnie:

det(Ay) > 0,...,det(A,) >0

e ¢ jest ujemnie okreslona jesli minory sa na przemian dodatnie i ujemne

det(Al) <0, det(Ag) >0,...

9.2 Postaé diagonalna

Dla kazdej formy kwadratowej ¢ = z7 Az o charakterystyce réznej od 2 istnieje nieosobliwa macierz S taka, ze
STAS = diag(\1, ..., \n). W przypadku, gdy K = R, S mozna zawsze dobraé, tak aby byta ortogonalna.

Macierze A, B nazywamy kongruentnymi, jezeli istnieje taka nieosobliwa macierz C, ze CT AC = B. Dowolne
dwa nieosobliwe przeksztalcenia rzeczywistej formy kwadratowej ¢ = 7 Az do postaci diagonalnej

STAS = diag(A1, ..., \n)

RTAR = diag(\, ..., \))

prowadza do jednakowej liczby dodatnich, ujemnych i zerowych elementéw na diagonali.

10 Rozklad LU

Wiodacym minorem gltéwnym M; nazywamy wyznacznik z kwadratowego lewego goérnego rogu macierzy o pewnym
rozmiarze | < n. M, (A) = det A.

air Q12 - Qip ap;p Qi -0 a4y
Qg1 Q22 -+ Q2n ail  ais az1 Q22 -+ 42
A= . . A . Ml(A) = [0,11], MQ(A) = 5 MZ(A) =
: . .. : a21  A22
apl Ap2 - Qpp apl apz  -ccoaq

Jezeli wszystkie M; macierzy kwadratowej A sa niezerowe, to A mozna jednoznacznie roztozyé na iloczyn ma-
cierzy dolnotréjkatnej L, i gérnotréjkatnej U.
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ail G2 o Gip 1 0 - 0] [uir w2 -+ U
a1 a99 cee o Gop 121 1 0 0 0 Ugy ++°  Uop
A == =
Apl Ap2  *++  Gpp O A | 0 0 Ce Upm

Uil = a11, 21 = lo1Ui1

10.1 Kryterium Sylvestra

Minorem gtéwnym (nie-wiodacym) jest wyznacznik z macierzy bez i-tego wiersza i kolumny. Minory wiodace gtowne,
tez sa konwencjonalnie gtéwne, albowiem sa zwyklymi minorami gtéwnymi, z i = {j : j > {}.

Jest to zbidér kryteriow, ktore pozwalaja na podstawie wiodacych minoréw gléwnych M; okreslié okreslonosé
macierzy symetrycznej A:

e dodatnio okreslona <> M; >0:1<n

e ujemnie okreslona <> M7 < 0A My >0, M3 <0,...

e dodatnio pétkokreslona ++ wszystkie minory gtéwne sa nieujemne

e ujemnie potokreslona <+ wszystkie minory gtéwne rzedu nieparzystego sa nieujemne

e nieokreslona w p.p.

10.2 Rozklad Cholesky’ego-Banachiewicza
Kazda rzeczywista, symetryczna macierz dodatnio okreslonej formy kwadratowej mozna zapisaé¢ jako iloczyn ma-
cierzy dolnotrojkatnej i jej transpozycji, co znacznie upraszcza operacje znajdowania LU.
10.2.1 Wlasnosci macierzy dolnotréjkatnych
e L ! tez jest dolnotrojkatna
(LLT)~' = (LT)~'L=' (LL/)~' = L/~'L~!

Rozwiazywanie Lx = b jest trywialne, przez strukture L

]. 0 e O I b1 1.m1=b 21=b;
121 1 - 0 T2 bQ lo1z1+x2=b2 ro=ba—1l21b1
= . — . = .
Lo Ly - 1 T, b, ln1z1+ln2zo+-+xn=by Tp=bn—lp1T1—ln2T2—.""

e 7 powyiszego, widaé tez, ze rozwigzywanie LTx = b = Ux = b jest trywialne

10.3 Roéwnania
B=1LL"
Br=b=LLTz=b=Ly=b LTx=y

11 Rozklad SVD
Kazda macierz rzeczywista A € R™*™ mozna przedstawié jako:
A=UXV*

gdzie U € C™*™ i V € C"*™ to macierze unitarne, a ¥ € R™*" to macierz diagonalna, z nieujemnymi liczbami na
diagonali.
Aby znalezé¢ rozktad SVD nalezy:

10
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1. obliczy¢ H = ATA € C™*", jako macierz hermitowska potokreslona
2. Znalez¢ wartosci wlasne \; wraz z odpowiadajacymi wektorami wlasnymi |é) macierzy H
V=1[1),2),...,Im)]
Znajdz wartosci osobliwe o; = v/ A;, Xy =04, 85 =0: 5 #i
ui:Ji_lA‘i>2Ui7£O, u; € C"

U= [ul,’uQ,...,um]

N ook @

Jesli konieczne uzupelnij wartosci U i V, ortogonalizacja Grama-Schidta

12 Rownania Liniowe

Dla réwnania liniowego Az = b, chcemy znalez¢ rozwiazanie x. Dotychczas rozwazaliSmy metody pozwalajace na
dokladne rozwiazanie, lecz takie rozwiazywanie ma ztozonosé O(n?).
Zamiast tego, mozna szukaé rozwigzan przyblizonych. Celem wtedy, jest znalezienie takiej macierzy @, dla ktorej:

o k) =I-Q'A)k-1)+Q '
e |0),|1),..., |k —1) jest zbiezne do z.
Aby ciag |k) — = , dla dowolnego |0), to:
p(I —QtA) <1

12.1 Metoda Richardsona

€|~

k) = (I — wA) [k — 1) + wb
p(I —wA)<1— k) >z
12.2 Metoda Jacobiego
A=D+L+U Q=D
ky=(T -D*A)|k—1)+ D'

Metoda jest zbiezna, jesli A jest silnie diagonalnie dominujaca, lub:

(p(I-D7'4)<1) = k) >z

12.3 Metoda Gaussa-Seidla
A=D+L+U Q=D+1L
k)= - (D+ L) "A) |k —1)+(D+L)"'b
Jezeli macierz A jest diagonalnie dominujaca, lub symetryczna i dodatnio okeslona, to metoda jest zbiezna.

12.4 Metoda Nadrelaksacji

D
A=D+L+U Q=_+L 0<w<2

k) = [1— <S+L)_1A |k—1>+(5+L>_1b

Metoda jest zbiezna, jesli A jest symetryczna i dodatnio okreslona.
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13 Rozklad Schmidta

Niech |[¢) € Ha ® Hp bedzie stanem kwantowym dwoch poduktadow; A i B.
Rozktadem Schmidta nazywamy przedstawienie tego stanu w pewnych ortonormalnych bazach {|u;)} C Ha i

{|’U1>} C Hp: .
[v) = Z Ai [ui) @ |vg)

gdzie \; € R, a r to ranga Schidta; liczba niezerowych wyrazéw w sumie.

dar=1

Niech: |¢)) € Ha ® Hp. Wybieramy bazy {|7) 4} 1 {|7)5}-

[9) =Y Mk li)a® kg
ik

Stosujemy rozklad SVD: M = UV, M, = EinZ-aiViL
W)= 0i | D Usili)a | ® <Z Vik |k>B>
i j k

lui) 4 = ZUji )4 Ivi)p= ZVJC k) g = ZVTnW)B
J k k

Dla /\z = 0;:
) = Z Aiug) ® |vg)

13.1 Macierze gestosci
pa=Trp ) (W] =D XX i) (ug| Tr (fvs) (v;1) =D A7 i) (s

irj
13.2 Entropia Splatania

S(pa) ==Y Alog Al = —Tr(palog pa) = S(ps)

14 Kanaly Kwantowe
Kanal kwantowy, to catkowicie dodatnie odworowanie liniowe, zachowujace slad.
€= B(HA) — B(HB)

gdzie B(H 4) to przestrzen operatorow w H 4. Dowolne rozszerzenie odwzorowania € ® I,, jest nieujemnie okreslone.
Rownoczesnie, zachowuje Slad: Tr[e(p)] = Tr[p].

Stan ukladu dwoch kubitow pap =32, ;1 piji [4) (j| @ k) (] jest separowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
powstala z transpozycji jednego z podukladéw jest nieujemnie okreslona.

pap = Z pijrt |7) (G| @ |1) (k|

.9,k

12
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14.1 Slad czesciowy

Gdy mamy uktad ztozony z AB, mozemy chcieé opisa¢ stan obserwowalny wylacznie na poduktadzie A lub B.
Trg: B(Ha®Hp) = B(Hg)

Dla dowolnej bazy ortonormalnej {|k)} przestrzeni Hpg

Trp(pan) = ) (1 @ (k[p)pan(la @ |k)p)
k

Dla pap = pa ® pp: Trp(pa) = Tr(p)pa = pa

Dla stanu kwantowego dwoch kubitow:

1
= = —(|00) + |11
p=10) @l ) \/Q(| )+ [11))
chcemy znalezé macierz gestosci jednego z uktadow.
1 1
p = 5(100) + [11))({00] + (11]) = 5 (|00) (00| +|00) {11 + [11) (00| + [11) {11])

1 0 0 1

_1j0o 0 00

P=310 0 0 0

1 0 0 1

(pa)ig =Y pikge (PB)ig = D Priks

k k

1

(pa)oo = poo,00 + po1,o1 = 3
= + =0 1

(PA)01 £00,10 T P01,11 =i (1 0 0 1)

(pa)io = p10,00 + p11,01 =0 2

1

(pa)i1 = pio,10 + p11,11 = B

e(p) = Trp(V,V1)

Entropia splatania stanu czystego [¢) 45 to:

E([$) ap) = S(pa) = S(pp)  pa =Trp(|¢) (¥))

13
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