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1 Uporzadkowana para liczb
(a7 b) = {{a}v {av b}}

2 Grupa

Grupa to uporzadkowana para G(A, o), gdzie A to zbior, a o to dzialanie speliajace nastepujace warunki:
e Zachodzi lacznoéé dzialania Va,b,c € A:ao (boc) = (aob)oc
o Istnieje element neutralny e € A:Va € A:aoe=eoca=a

e Dla kazdego elementu istnieje element odwrotny Va € A:Ja~ ! € Ataoa "t =a"toa=c¢

2.1 Grupa abelowa

Grupa abelowa, to specjalny rodzaj grupy w ktorym spelniony jest dodatkowy warunek:

e Grupa jest przemienna Va,b € A:aob=boa

2.2 Przyklady grup
G(Z,+),G(Q +), GR, +),G(C, +)

3 Pierscien
Pierscien to uporzadkowana trojka R(A, +, ), gdzie A to zbior, a + i - to dziatania spelniajace nastepujace warunki:
e (A, +) jest grupa abelowa

e + i-sg sy wewnetrzne dla A

Dla kazdego a,b,c € A zachodzi rozdzielnos¢é mnozenia wzgledem dodawania: a- (b+¢) = a-b+ a-c oraz
(a+b)-c=a-c+b-c

Istnieje element neutralny mnozenia 1 € A:Va€ A:a-1=1-a=a

3.1 Pierscien z jedynka

Pierécien z jedynka to pierscieni, w ktérym istnieje element neutralny mnozenia oraz A # ()

3.2 Pierscien przemienny

Pierscienn przemienny to pierscieri, w ktéorym mnozenie jest przemienna

4 Cialo

Ciato C(K,+,-) to pierscieri przemienny z jedynka, oraz (K \ {0}, ) jest grupa

5 Homomorfizmy

Homomorfizmy to odwzorowania f : A — B, jesli A i B spelniajg dodatkowe warunki..

5.1 Homomorfizmy grupy
Jesli (A, +4) 1 (B,+5) to grupy oraz

VaeapeBf(a+ab) = f(a) +B f(b)
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5.2 Homomorfizmy pierscieni

Jesli (A, +4,-4) 1 (B,+B, p) to pierscienie oraz
Vacapenfla+ab) = f(a)+ f(b)A fla-b) = f(a) B f(b)

5.3 Jadro homomorfizmu
kerf ={a€ A: f(a) =Op}

5.4 Obraz homomorfizmu
imf={beB:3ac A: f(a) =0}

6 Permutacje

< 1 2 3 -« n-— 1)
T =
aq a9 as an
an = 7(n)
6.1 Rozklad na cykle
(a1 az a3z -+ an\ _
= (112 as ay a1> _(a17a27a37...’an)

by b
7r/:(cu as b; 2):(%’@2).(1)17(,2)

az a1 ai

6.2 Iloczyn transpozycji

(a1,az,as,...,a;r) = (a1,ax) - (a1, ak-1) - - - (a1,a3) - (a1, az)

6.3 Postaé macierzowa
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6.4 Znak permutacji

Tlosé czynnikéw w iloczynie transpozycji okresla parzystosé permutacji.

(="

gdzie n to ilo§¢ transpozycji

7 Macierze

7.1 Macierz jednostkowa
1 0 0 0
01 0 0

71001 0

0 0 O 1
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7.2

Macierz odwrotna

Macierz odwrotna do A to taka macierz B,ze A-B=B-A=1

7.3

7.4

7.5

Macierz transponowana

ai1 a1 a3r - Qml
12 Q22 Az - Am2
AT — |a13 a23 ass - Gm3
A1n A2n asn et Amn

Minory macierzy

A;; = macierz bez kolumny 4 oraz wierszu j

Wyznacznik Macierzy

det A=ay1-Ain+aiz- A +aiz- Az + -+ ain - Ain

Dla macierzy 2 x 2

detA = a1 - Qa9 — A12 - a1

Dla macierzy n x n

det A = Z(—l)i+j . aij . Aij
=1

7.5.1 Tw. Laplace’a

det A = a;1 A1 + aipAio + - + an Ay dla kazdego 1 <i<n

7.5.2 Wlasnosci

Jezeli macierz kwadratowa A ma wiersz lub kolumne ztozong z samych zer to det A = 0

Jezeli macierz kwadratowa ma kolumne lub wiersz pomnozona przez skalar to wyznacznik tez jest wielokrot-
nodcia skalara

Jezeli dwie macierze A i B kwadratowe roznia sie¢ od innej macierzy C tylko ta sama kolumna lub wierszem,
ktory C' jest sumg odpowiednich w A i B to det C = det A + det B

Zamiana miejscami dwoch kolumn lub wierszy spowoduje zamienienie si¢ znaku wyznacznika na przeciwny
Jezeli jedna kolumna lub wiersz jest wielokrotnoscia innego wiersza lub kolumny to wyznacznik jest réwny 0
Dodawanie wierszy i kolumn nie zmienia wyznacznika

Wyznacznik macierzy gornotréjkatnej lub dolnotréjkatnej jest rowny iloczynowi elementéw na przekatnej

7.5.3 Tw. Cauche’go

det AB =det A-detB
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7.6 Wzory Cramera
Dla zestawu réownan liniowych
a1171 + a12T2 + -+ a1 Ty = by

2121 + A22T2 + - -+ + A2 Ty, = b

Gn1T1 + Gp2T2 + -+ + AppTn = bn

Mozemy przedstawié¢ czynniki jako macierz

a1 a2 - Ain

a21 Q22 a2n
W = det .

Anl Ap2  *°* Qpp

I zastepujac kolumne i kolumna wyrazéw wolnych otrzymujemy

air a2 - Q-1 by aii41 - QGln
a1 G2 - G2i—1 by Aip1 - G2p
W; = det
Gn1  Qp2 -+ Api—1 by Api+1  **° Qpn
W;
Ty = —=
w

7.7 Dopelnienie algebraiczne macierzy
Aij = (—1)i+j det Mij

8 Przestrzen liniowa
Przestrzeni liniowa V' nad cialem K to zbior V oraz dzialania + i - spelniajace nastepujace warunki:

o (V,+,0) jest grupg abelowa z elementem neutralnym 6
e Dla kazdego o, € K iv €V zachodzi a- (8-v) = (a-8) - v
e Dla kazdego o € K iv,w € V zachodzi a- (v+w) = -v+a-w

e l-v=vw

9 Wektory
Wektor to element przestrzeni liniowej V'

9.1 Uklad wektorow

Uktad wektoréw przestrzeni liniowej V' o wskaznikach ze zbioru T to funkcja v : T — V. Wartos$¢ funkcji v w
elemencie t oznaczamy v;.

9.2 Kombinacja liniowa

Kombinacja liniowa wektorow vy, vs, ..., v, to wektor postaci

o1V V240U

Zbiér wszystkich kombinacji liniowych nazywamy powloka liniowa uktadu
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9.3 Rozpinanie

Wektory z uktadu wektorow rozpinaja przestrzen jezeli kazdy z wektorow nalezy do przestrzeni oraz jest kombinacja
liniowa, wektorow uktadu, czyli mozna go wyrazi¢ za pomoca innych wektorow.

Wektory sa liniowo niezalezne gdy ich kombinacja liniowa (L) jest réwna 6, (wektor zerowy) lub matryca tych
wektoréw ma det # 0 lub rzad matrycy wektorow = ilosci wektorow

9.4 Wtlasnosci wektorow

e Jezeli wektory sa liniowo zalezne to jeden z nich jest kombinacja liniowa pozostalych

Jezeli 6, jest kombinacja liniowa wektorow to sa liniowo zalezne

Kolumny macierzy A sa wektorami liniowo zaleznymi jezeli AX = 0 ma rozwiazanie niezerowe ze wzgledu na
X

Jezeli kolumny macierzy A to wektory liniowo niezalezne to AX = 6 ma jedno rozwiazanie i det A # 0

10 Baza

Niezalezny uktad rozpinajacy przestrzen V nazywamy bazg przestrzeni V. Jezeli uktad tworzacy baze jest skoriczony
to méwimy ze V ma baze skoiiczong. Liczba elementéw bazy S przestrzeni V nazywamy dimV czyli wymiarem
przestrzeni.

10.1 Macierz przejscia

Dla dwoch baz By = (v1,...,v,), Bs = (w1, ..., w,) przestrzeni liniowej R,, oraz zaleznosci v, = a1,wl + agpwy +
-« + appwy, to macierz
@11 ai2 -+ Qaip
@21 Q22 - A2p
A=
anl  ap2 crr o Opp

jest macierza przej$cia miedzy B i By

11 Wronskian

Macierz zawierajaca pochodne n funkcji do m-1 wlacznie stopnia.

Wi = fi(z), Wiz = fo(x),..., Wip = fn(2)

W21 = f{($)7W22 = fé(x), .. .7W2n = f,r/L(m)

Jesli funkcje sa liniowo zalezne w przedziale (a,b) to ich wroniskian jest tozsamosciowo roéwny zeru. Jezeli zp €
(a,b) 1 W(xg) # 0 to funkcje we wronskianie sg liniowo niezalezne
12 Przeksztalcenie liniowe
Moéwimy, ze funkcja T : V — W jest przeksztalceniem liniowym, jezeli:

VorweevT(v1 +v2) = T(v1) + T(v2) AT (- v) = aT(v)

Jezeli V' = W to przeksztalcenie liniowe nazywamy operatorem liniowym przestrzeni.

12.1 Macierz przeksztalcenia liniowego

Dla dwoch baz B,iB,, oraz T(v,) = ajawi + aspws + +++ + AmpWs,. To macierz wymiaru m X n to macierz
przeksztalcenia T' w bazach.
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13 Wektory wlasne

Niezerowy wektor v nazywamy wektorem wlasnym macierzy A jezeli istnieje skalar A taki, ze Av = Av. W takiej
konfiguracji A nazywamy wartoscia wlasng macierzy A odpowiadajaca wektorowi v.

13.1 Macierz charakterystyczna

Macierz A — tI,, o wspotczynnikach w pierscieniu wielomianéw K[t] nazywamy macierza charakterystyczna macie-
rzy A. Rownanie det(A — tI,) = 0 nazywamy réwnaniem charakterystycznym macierzy. fa(t) = det(4A —tI,) =
(—1)"det(A — tI,) € K[t] nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy. fa(t) = (t — A\)*g(t) nazywamy
krotnoscia algebraiczna wartoscia wtasnej. Przestrzeri wtasna to zbiér wektoréw wlasnych odpowiadajacym warto-
$ciom wlasnym.

Slad macierzy to trA = ay; + ags + . ... Krotnosé geometryczna wartosci wlasnej to rzad macierzy powstalej z
wektora przestrzeni wtasnej danej wartosci wlasnej, lub wymiar przestrzeni wlasnej.
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